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З практики відомо, що у процесі виготовлення деталей
цих спряжень неминучими є відхилення їхніх контурів
від колових. Розв’язок такого типу контактної задачі для
різних видів однообластевого контакту за  наявності малої
еліптичності вперше було подано в [1]. У подальшому в
працях [2, 3 та ін.] досліджено вплив малої некруглості
на параметри контакту при однообластевому та двооб-
ластевому контакті, зокрема,  у [4, 5] за наявності
овальності отвору чи диска. Нижче розглянуто метод
оцінки величини початкового кута дотику елементів
спряження, в якому диск є овальним, а отвір — овальним,
тригранним, чотиригранним. Подано також узагальнений
метод розв’язування цієї контактної задачі, за яким
проведено дослідження впливу малого огранення на
характеристики контакту.

Нехай в ізотропній пружній обоймі знаходиться отвір
з малою некруглістю певного виду, в якому симетрично
розташовано пружний диск,  що має овальність.
Взаєморозташування некруглих отвору і диска є таким,
що виникатиме двообластевий контакт (рис. 1 — обидва
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циліндричне спряження близьких радіусів, огранення контурів, двообластевий
контакт

елементи мають овальні контури та рис. 2 — де отвір в 1
є тригранним, а диск 2 — овальним). Приймається, що у
спряженні  існує радіальний зазор 1 2 0R Rε = − 〉 .

Рис. 1. Розрахункова схема спряження тіл з овальністю
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Відхилення контурів спряжених тіл від некруглості є
набагато меншим від їхніх номінальних радіусів, тобто

k kRδ 〈〈  ( 1 2k ;=  — нумерація тіл). Слід зазначити, що у
машинобудуванні прийнято, що нециліндричність не
повинна перевищувати величини половини поля допуску.

У результаті наявності огранення дотик контурів
спряжених тіл відбуватиметься в двох точках 1P , 2P  що
розташовані під кутом 2λ , який є невідомим. Радіальна
сила N  умовно прикладається в центрі 2O  диска, а в
точках дотику виникають сили реакції 1 2N N= , які
обчислюються з трикутника сил, що знаходяться в
статичній рівновазі, так:

1 2 2N N N / cos= = λ .                   (1)

При силовій взаємодії диска з отвором в областях
контакту 1 2 22W W R= = γ  виникають контактні тиски

( )p ,α δ% , величина і розподіл яких по області контакту є
невідомими.

Першим етапом розв’язання сформульованої задачі є
визначення величини кута дотику λ . З цією метою слід
використати умову, що в точці (точках) дотику координати
контурів повинні бути однаковими.

Параметричне рівняння ограненого отвору в системі
координат 1 1 1x O y  має вигляд

( )1 1 10 5x , a b cos t cos t= + ω ,

( )1 1 10 5y , a b cos t sin t= + ω ,                    (2)

де ( )1 1 1a a b= + ; ( )1 1 1 1b a b= − = δ  — огранення
(некруглість) отвору; 2t  — кут дотику контурів у цій
системі координат; 1 1a R=  — максимальний радіус
отвору; 1 1b R ′=  — його мінімальний радіус; 2 3 4, , , ...ω =
— показник виду контуру ( 2ω =  — овал, 3ω =  —
тригранник; 4ω =  — чотиригранник і т. д.).

Параметричне рівняння овального диска:

( )2 2 20 5 2x , a b cos cos= − λ λ + ∆ ,

      ( )2 2 20 5 2y , a b cos sin= − λ λ ,                  (3)

де ( )2 2 2a a b= + ; ( )2 2 2 2b a b= − = δ  — збурення
(некруглість) диска; 2 2a R′=  — максимальний радіус
диска; 2 2b R=  — його мінімальний радіус; 1 2O O∆ =
(див. рис. 1).

Умова контакту контурів у точці (точках) їхнього
дотику:

( ) ( )1 1 2 2 2 2a b cos t cos t a b cos cos+ ω = − λ λ + ∆ ,

    ( ) ( )1 1 2 2 2a b cos t sin t a b cos sin+ ω = − λ λ .      (4)

Кутові коефіцієнти дотичної в цій точці:
— до отвору з ограненням
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— до диска з овальністю
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У точці дотику 1 2K K= , тоому умова дотику має вигляд
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Друге рівняння з (4) та рівняння (7) утворюють
систему для знаходження t  і λ :

( ) ( )2 2 1 12a b cos sin a b cos t sin t,− λ λ = + ω
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З першого рівняння (8)

( ) ( )2 2
2 2 1 1a sin b cos sin sin a b cos t sin tλ − λ − λ λ = + ω .

Враховуючи,  що ( )2 2 21 2cos sin sinλ − λ = − λ ,
отримаємо

Рис. 2. Розрахункова схема спряження  тіл з різним
ограненням
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Розв’язок рівняння (9) отримаємо за формулою
Кардано
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З першого рівняння системи (8)

( )2 2 1 12a b cos a b cos t sin t / sin− λ = + ω λ .       (11)

Після підстановки цього виразу у друге рівняння
системи (8) отримаємо
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Підставляємо у (12) sin λ  з (10), запишемо
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Зведенням виразу (13) до спільного знаменника,
отримано рівняння для встановлення параметра t  у
системі координат 1 1 1х O y , що визначає точкуу дотику:

( ) 0f t = ,                                 (14)

де  ( ) ( )2 3
2 1 11 4f t S b S a b cos t sint = − + + ω × 

( )1 1 1b sin t cos t a b cos t sin t × ω ω + + ω − 

( ) ( )2
2 1 14 1S b S S a b cos t sint − − − + ω × 

( )1 1 1b sin t sin t a b cos t cos t . × ω ω − + ω 

Розв’язок цього рівняння для визначення ( )S S t=
проводиться наближено. Кут λ  початкового співдотикуу
знаходиться так:

( )arcsin S tλ = .                         (15)

Наступним етапом є визначення характеристик кон-
такту. Загальне рівняння цієї контактної задачі у випадку
двообластевого контакту (див. рис. 1, рис. 2) подано в
[1,2]:
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ристики огранення контурів; G,µ  — модуль зсуву таа
коефіцієнт Пуасона матеріалів;
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Для овального отвору й овального диска ( )2ω =
( ) ( )2 2
1 2 1 3 2D D cos= = + α ;  для тригранного отворуу

( )3ω =  ( )3
1 1 8 3D cos= + α ; для чотиригранного отворуу

( )4ω =  ( )4
1 1 15 4D cos= + α .

Для наближеного розв’язку задачі використаємо  метод
колокації [1]. Відповідно функцію контактного тиску
вибираємо для однієї точки колокації  0 5,α = γ%  у вигляді

( ) 2 2

2 2
p , E tg tgδ δ

γ α − λ
α δ ≈ ε −

%
% ,             (17)

де

( )2
4 24E e cos / / Rδ = γ ,                    (18)

δ δε = εΣ , ( ) ( )1 2
1 21

2 2
D Dδ

δ δ
Σ = − α − α

ε ε
,     (19)

4 1 24e E E= ,  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 11 1 1 1Z E E= + κ + µ + + κ + µ ,

( )1 2 2 1E ,E G= + µ  — модулі пружності матеріалів.
Півкут контакту γ  обчислюємо з умови

2
1 2 24

4
N N R E sinδ δ

γ
= = π ε .                     (20)
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Числовий розв’язок задачі. Його проведено за таких
вихідних даних: N =0,01; 0,1; 1,0 МН; R =0,025; 0,05;
0,1 м; ε =(0,11; 0,21; 0,31; 0,41; 0,51)·10-3 м; 1δ =(0; 0,1;

0,2; 0,3; 0,4; 0,5)·10-3 м, 2δ =(0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5)·10-3

м,  1 2δ + δ ≤ ε ; 5
1 2 2 1 10E E ,= = ⋅ МПа; 1 2 0 3,µ = µ = ;

2 2R R b= = ,  2 2 2a b= + δ ,  1 2R R= + ε ,  1 1a R= ,
1 1 1b a= − δ .

Рис. 3. Залежність максимальних контактних тисків від
величин овальності отвору і диска: 21 0− δ = ; 23 0 1,− δ = мм;

24 0 2,− δ = мм; 25 0 3,− δ = мм; 26 0 4,− δ = мм

Рис. 4. Залежність максимальних контактних тисків від
величин тригранності отвору і овальності диска

Рис. 5. Залежність максимальних контактних тисків від
величин чотиригранності отвору і овальності диска

Рис. 6. Залежність півкута контакту від величин овальності
отвору і диска

Рис. 7. Залежність півкута контакту від величин тригранності
отвору і овальності диска

Рис. 8. Залежність півкута контакту  від величини
чотиригранності отвору і овальності диска
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Результати розв’язання задачі подані графічно для
0 1N ,=  МН, 0 1R ,=  м, 30 41 10, −ε = ⋅  м у вигляді залеж-

ностей ( ) 1p ,λ δ δ , 1γ δ  на рис. 3 — рис. 8.
Аналіз отриманих результатів свідчить, що мала

некруглість різного виду отворів у циліндричному
спряженні з овальним  диском істотно впливає на
параметри контакту. Виявлено, що, у залежності від
величини збурень 1δ  і 2δ  контурів, може існуватити
однообластевий (ліві вітки кривих) чи двообластевий
(праві вітки кривих) контакт. Спостерігається при
переході від однообластевого до двообластевого контакту
мінімум контактних тисків та, відповідно, максимум кутів
контакту 2γ . Характер зміни контактних тисків є якісно
подібним за винятком значень 1 2δ + δ ≈ ε . У цьому
випадку для спряження елементів з овальністю (див. рис.
3) спостерігається  значне зростання контактних тисків.
Для комбінованих спряжень з  тригранністю і
чотиригранністю (див .  рис.  4, рис. 5) цього не
спостерігається.
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