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Розроблення методів розрахунку тонких пластин і
оболонок з нерегулярними поверхнями, зокрема зламами,
зумовлено появою нових інженерних проблем, в яких ці
чинники можуть бути визначальними для тонкостінних
конструкцій, складених з окремих елементів [1 — 3]. Екс-
периментальні дані [4] і теоретичні розрахунки показали,
що злами, складки істотно впливають на перерозподіл
напружень у таких оболонках, які потрібно враховувати
при оцінці їхньої працездатності. Більшість досліджень
напружено-деформованого стану, які проводили різними
методами для складених оболонкових систем [2, 5, 6],
виконано для випадків, коли такі конструкції піддані сило-
вому навантаженню [6 — 9]. Питання деформативності
таких систем, які знаходяться під дією нерівномірного
нагріву, ще мало  досліджені [10 — 14]. Однак згадані
нерегулярності поверхні призводять до додаткових збу-
рень температурного поля і термонапруженого стану, що
вимагає детальнішого їх аналізу.

Мета статті — на основі використання імпульсних
функцій дослідити термопружний стан трискладчатої
пологої оболонки як єдиного цілого, яка знаходиться під
дією температури довкілля.
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Розглянемо прямокутну в плані призматичну пологу
оболонку (рис. 1) зі сторонами l i b, яка складена з трьох
плоских елементів. Оболонка за законом Ньютона обміню-
ється теплом із зовнішнім середовищем температури ct

± , але
вільна від силового навантаження. Краї  відкритої оболонки,
на яких підтримується нульова температура, вільно оперті
на вертикальні діафрагми, жорсткість кожної з таких діа-
фрагм дуже велика в її площині, але дуже мала в напрямі,
перпендикулярному до цієї площини. Така оболонка має два
злами з кутами зламу jθ  ( )1 2j ,=  вздовж координатних
ліній 1 jy b= , а її головні кривини в безрозмірних коорди-
натах x, y  відповідно будуть такими [12, 14]:
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Рис. 1. Схема оболонки
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1 0*k = ,

( ) ( )1
2 1 1 2 2
*k l y l y l−= θ δ − + θ δ −   ,             (1)

де 1x lx= , 1y ly= , j jb l l= .
Стаціонарне температурне поле такої оболонки з

врахуванням кривин (1) опишемо системою рівнянь [14],
які у нашому випадку мають вигляд:

1 1 1 11 1 21 2F a F t t∆ − = −µ − µ +

( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2
0

l F x,l ( y l ) F x,l ( y l )
h

+ θ δ − + θ δ − −  λ

( ) ( ) ( )2 1
1 2 1 1 2 2 2 2

02
l

F x,l ( y l ) F x,l ( y l )
h

λ + λ
− θ δ − + θ δ −  λ ,

2 2 2 12 1 22 2F a F t t∆ − = −µ − µ +

( ) ( )2
1 1 1 1 2 1 2 2

02
l F x,l ( y l ) F x,l ( y l )
h
ν

+ θ δ − + θ δ − −  λ

( ) ( )1 2 1 1 2 2 2 2
0

l F x,l ( y l ) F x,l ( y l )
h

− θ δ − + θ δ −  λ
   (2)

при нульових граничних умовах:

0=iF    при 0,1;x =     0, ;y d=     1 2i ,= .      (3)

Злами поверхні оболонки вздовж координатних ліній
jy l=  враховано в системі рівнянь (2) членами з δ -

функцією. Усереднені характеристики температурного

поля оболонки 1
1
2

h

h
T tdz

h −

= ∫ , 2 2
3

2

h

h
T tzdz

h −

= ∫  пов’язані з

функціями ( )iF x, y  формулами ( ) ( )1 1T x, y F x, y= +

( )1 2F x, y+λ ,  ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2T x, y F x, y F x, yλ = + λ  [15].

Тут введемо позначення 2 1
2 2 2(1 3 ) −ν = − λ λ ; d b l= ;

( ) 2 2
1 23i ia l hµ µ λ −= + ; ( ) 1 2 2

1 1 2 23 i
i i l h− −µ = µ + µ λ λ ;

1 2 2
2 2 1 2( 3 ) i

i i l h− −µ = µ + µ λ λ ; 1,2 ( ) / 2c ct t t+ −= ± ; 1,2µ =

( ) / 2h + −= µ ± µ ; 0 2 1λ = λ − λ ; 2 2 2 2/ /x y∆ = ∂ ∂ + ∂ ∂ ;

2 2 2
2,1 1 1 2 23 2 (3 2 ) 12 / 6 λ = + µ ± + µ + µ µ  

; t  — темпера-

тура оболонки; ,c ct t+ −  — значення температури зовніш-
нього середовища на верхній та нижній поверхнях

hz ±= ; ,+ −µ µ  — відносні коефіцієнти теплообміну з
тих же поверхонь; ( )i jF x,l  — функції, визначені на лініях
зламу jy l= ; h  — півтовщина оболонки.

Розв’язок задачі (2), (3) шукатимемо методом скінчен-
них інтегральних перетворень. Враховуючи крайові
умови (3), функції iF  i it  в зображеннях подамо у вигляді

{ } { } ( )
1

0 0

1 d
* *
i i i i mnF ,t F ,t K x, y dy dx,

d
= ∫ ∫             (4)

де ( ) ( ) ( )mn m nK x,y sin x sin y= α β  — ядра інтегральних пере-
творень за змінними х та у, отримані при розв’язуванні
відповідних задач Штурма  — Ліувіля; m m ,α = π

n n dβ = π  — власні значення.
У зображеннях (4) розв’язок задачі (2), (3) матиме

такий вигляд:

1 2 2
0 1

*
m n

m n

lF ( , ) *
dh a

θ
α β = −

 λ α + β + 

( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2m n m n* F ( ,l ) sin l F ( ,l )sin l θ α β +θ α β + 

( ) ( )2 1
1 2 1 12 2

0 12
m n

m n

l
F ( ,l )sin l

dh a

λ + λ
+ θ α β + λ α + β + 

( ) 11 1 21 2
2 2 2 2 2 2

1

* *

m n
m n

t tF ( ,l )sin l ,
a

µ + µ
+θ α β + α + β +

2
2 2 2

0 22
*

m n
m n

lF ( , ) *
dh a

ν
α β = −

 λ α + β + 

( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2m n m n* F ( ,l )sin l F ( ,l )sin l θ α β +θ α β + 

( )1 2 1 12 2
0 2

m n
m n

l F ( ,l ) sin l
dh a

+ θ α β + λ α + β + 

( ) 12 1 22 2
2 2 2 2 2 2

2

* *

m n
m n

t tF ( ,l ) sin l
a

µ + µ
+θ α β + α + β +

.        (5)

У праві частини виразів (5) входять невідомі величини
( )i m jF ,lα , які залежні від параметра перетворення αm за

координатою х та визначені на лініях зламу y=lj. Для їх
знаходження застосовуємо до (5) обернене інтегральне
перетворення за координатою y , тоді матимемо:

1 2 2
1 0 1

m
n m n

lF ( , y ) *
dh a

∞

=

α = −
 λ α + β +  

∑

( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2m n m n* F ( ,l ) sin l F ( ,l ) sin l θ α β +θ α β + 

( ) ( )2 1
1 2 1 12 2

0 12
m n

m n

l
F ( ,l )sin l

dh a

λ + λ
+ θ α β + λ α +β + 

( ) ( )11 1 21 2
2 2 2 2 2 2

1

* *

m n n
m n

t tF ( ,l )sin l sin y ,
a

µ + µ +θ α β + β α + β + 

2
2 2 2

1 0 22
m

n m n

lF ( , y ) *
hd a

∞

=

 να = −
 λ α + β +  

∑

( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2m n m n* F ( ,l ) sin l F ( ,l ) sin l θ α β + θ α β + 

( )1 2 1 12 2
0 2

m n
m n

l F ( ,l ) sin l
hd a

+ θ α β + λ α + β + 
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( ) ( )12 1 22 2
2 2 2 2 2 2

2

* *

m n n
m n

t tF ( ,l ) sin l sin y
a

µ + µ +θ α β + β α + β + 
.  (6)

Вибираємо у виразах (6) значення функцій i mF ( , y )α
на лініях зламу jy l= . У результаті цього отримаємо
систему чотирьох алгебричних рівнянь для визначення
невідомих ( )i m jF ,lα :

( ) ( ) ( )11 1 1 12 1 2 13 2 1m m ma F ,l a F ,l a F ,lα + α + α +

( )14 2 2 15ma F ,l a+ α = ,

( ) ( ) ( )21 1 1 22 1 2 23 2 1m m ma F ,l a F ,l a F ,lα + α + α +

( )24 2 2 25ma F ,l a+ α = ,

( ) ( ) ( )31 1 1 32 1 2 33 2 1m m ma F ,l a F ,l a F ,lα + α + α +

( )34 2 2 35ma F ,l a+ α = ,

( ) ( ) ( )41 1 1 42 1 2 43 2 1m m ma F ,l a F ,l a F ,lα + α + α +

( )44 2 2 45ma F ,l a+ α =  ,                       (7)

де ( , 1,...,4)rsa r s =  — коефіцієнти, які залежать від
вихідних даних задачі теплопровідності та параметрів
інтегральних перетворень (через їхню громіздкість тут
не наведені).

Застосувавши до (6) обернене інтегральне перетворен-
ня за координатою x , розв’язок задачі (2), (3) знаходимо
у такому вигляді:

1 2 2
1 1 0 1m n m n

lF ( x, y ) *
dh a

∞ ∞

= =

= −
 λ α +β +  

∑ ∑

( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2m n m n* F ( ,l ) sin l F ( ,l ) sin l θ α β +θ α β + 

( ) ( )2 1
1 2 1 12 2

0 12
m n

m n

l
F ( ,l )sin l

dh a

λ + λ
+ θ α β + λ α +β + 

( )2 2 2 2m nF ( ,l )sin l +θ α β + ( )12 1 22 2
2 2

2

* *

mn
m n

t t K x,y ,
a

µ +µ 


α +β + 

2
2 2 2

1 1 0 22m n m n

lF ( x, y ) *
hd a

∞ ∞

= =

 ν= −
 λ α + β +  

∑ ∑

( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2m n m n* F ( ,l )sin l F ( ,l )sin l θ α β + θ α β + 

( )1 2 1 12 2
0 2

m n
m n

l F ( ,l ) sin l
hd a

+ θ α β + λ α + β + 

( ) ( )12 1 22 2
2 2 2 2 2 2

2

* *

m n mn
m n

t tF ( ,l )sin l K x,y
a

µ +µ +θ α β +  α +β + 
,     (8)

де невідомі значення функцій ( )i m jF ,lα  визначаються з
(7).

Перші два доданки у формулах (8) зумовлені зламами
поверхні оболонки вздовж ліній jy l= . Вони вносять
збурення у температурне поле оболонки, яка нагрівається
довкіллям.

Нехай на верхній поверхні оболонки температура
навколишнього середовища стала ( ct const+ = ), на нижній
— нульова ( 0ct

− = ), тоді 1 2 2ct t t+= = , а в зображеннях
(4) матимемо

( ) ( )1 1 1 1

2

m n
c*

i m n
m n

t
t ( , )

d

+    − − − −   α β =
α β

.            (9)

Якщо коефіцієнти теплообміну на поверхнях обо-
лонки + −µ = µ , то ( ) ( )i iF x, y T x, y= . Тоді при однакових
кутах зламу ( 1 2θ = θ = θ ) розв’язок відповідної задачі
теплопровідності з урахуванням виразу (9) матиме вигляд:

( )1 2 1 12
1 1 1

m n
m n mn

lT ( x, y ) T ( ,l ) sin l
hd

∞ ∞

= =

 θ = α β + σ
∑ ∑

( )2 2 2m nT ( ,l ) sin l + α β +

( ) ( )
( )2 2

1

1 1 1 1

4

m n
c

mn
mn

h t
K x, y ,

mn

+ +    µ − − − −    + 
π σ 



( )2 1 1 12
1 1 2

3
2

m n
m n mn

lT ( x, y ) T ( ,l ) sin l
hd

∞ ∞

= =

 θ = α β + σ
∑ ∑

( )1 2 2m nT ( ,l ) sin l + α β +

( ) ( )
( )2 2

2

3 1 1 1 1

4

m n
c

mn
mn

h t
K x, y .

mn

+ +    µ − − − −    + 
π σ 



      (10)

Тут 2 2 2 2 2
1 1mn m n l hσ = α + β + µ ,  2 2 2

2mn m nσ = α + β +
( ) 2 2

13 1 l h+ + µ . Значення функцій ( )i m jT ,lα , через які
виражаються розв’язки (10), знаходимо з системи алгеб-
ричних рівнянь (7), в  яких треба  покласти

( )jiF x,l = ( )i jT x,l , а вирази для ( , 1,...,4)rsa r s =  дещо
спрощуються.

Для визначення термонапруженого стану розглянутої
оболонки, виходимо з рівняння в комплексній формі [12]
для функції ( )2 2w ia EhΦ = + ϕ . У нашому випадку воно
має вигляд

( )
( ) ( )

22
2

2
1

,
,

j
j j

j

x l
x y ia l y l

x=

∂ Φ
∆∆Φ − θ δ − =

∂
∑

( ) ( )2 2
1 0 2, ,ta l iT x y T x y= −α ∆ + ν   .            (11)

Тут w  — прогин оболонки; ϕ — функція напружень,

( )
h

a
2

2 13 ν−
= ; 

( )
2
0

1
3 1

ν
ν

ν
+

=
−

; ν — коефіцієнт Пуасона;
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( ), jx lΦ  — комплексна функція, визначена на лініях
зламу jy l= .

Крайові умови вільного опирання записуємо так:

0,0,0,0
2

2

2

2

2

2
=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
yxx

ww ϕϕ     при   0,1;x =

0,0,0,0
2

2

2

2

2

2
=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
yxy

ww ϕϕ   при   0, .y d=    (12)

Крайову задачу (11), (12) розв’язуватимемо аналогічно
як і задачу теплопровідності. Застосовуючи до (11) і (12)
скінченні інтегральні перетворення (4), знаходимо ком-
плексну функцію Ф, яка матиме вигляд

( )
( )

( ) ( )
2 2

1 1 122 21 1

m
m n

m n m n

i a lx, y ,l sin l
d

∞ ∞

= =


α Φ = − θ Φ α β + 

 α + β

∑ ∑

( ) ( ) ( )2 2 1 0 2
2 2 2 2 2

* *

m n t mn
m n

iT T,l sin l a l K x, y .
+ ν + θ Φ α β +α  α + β 

(13)

Тут зображення температурних характеристик *
iT ,

знаходимо з (10).
Для визначення невідомих значень ( )m j,lΦ α , які

входять у розв’язок (13), отримуємо аналогічн як і в задачі
теплопровідності (7), систему таких алгебричних рівнянь:

( )
( )

( ) ( )(
2 2

1 1 1 122 21

m
m m n

n m n

i a l,l ,l sin l
d

∞

=


αΦ α = − θ Φ α β +
α + β

∑

( ) ( )) ( )2 2 1 0 2
2 2 2 12 2

* *

m n t n
m n

iT T,l sin l a l sin l ,
+ ν

+θ Φ α β + α β
α + β 

( )
( )

( ) ( )(
2 2

2 1 1 122 21

m
m m n

n m n

i a l,l ,l sin l
d

∞

=


αΦ α = − θ Φ α β +
α + β

∑

( ) ( )) ( )2 2 1 0 2
2 2 2 22 2

* *

m n t n
m n

iT T,l sin l a l sin l
+ ν

+ θ Φ α β + α β
α + β 

.

Відповідно функції прогину w  та напружень ϕ  маютьть
вигляд:

( ) ( )

( )
2 2

3 1
22 21 1

m n

m n m n

d a sin l
w x, y l

d

∞ ∞

= =


α θ β= +

α + β

∑ ∑

( )

( )
( )

2 2
1 2 2 0 2

2 2 22 2

*
m n

t mn
m nm n

d a sin l Ta l K x, y
d

α θ β ν
+ +α 

α + β α + β
,

( ) ( )

( )
2 2

4 1
0 22 21 1

m n

m n m n

d a sin l
x, y E l

d

∞ ∞

= =


α θ βϕ = − −

α + β

∑ ∑

( )

( )
( )

2 2
2 2 2 1

2 2 22 2

*
m n

t mn
m nm n

d a sin l Ta l K x, y
d

α θ β
− +α 

α + β α + β
.

Тут ( 1,..., 4)sd s =  — коефіцієнти, які залежать від
вихідних даних задачі термопружності та параметрів
перетворень.

Сили і моменти в оболонці обчислюємо за відомими
формулами [13, 15].

Як приклад, розглянемо квадратну в плані призма-
тичну оболонку ( 1d = ). На рис. 2, рис. 3 наведено харак-
терні  епюри нормованих сил 2 / 2i i t cN N la t Eh+= α% ,
моментів 2/i i t cM M l t D+= α%  в перерізі 1/ 2x = . Обчис-
лення приводились за таких даних: 1 0.5µ = , 2 0.1µ = ,

0.3ν = , 0.3θ = , 0.0035h l= .
Аналіз числових результатів показує, що злами поверх-

ні істотно впливають, на перерозподіл сил і моментів.
Великих змін зазнають моменти в зоні зламів, а також
сили 1N% , які діють вздовж нерегулярності. З’являються
зони деформацій розтягу, що якісно  відповідає експери-
ментальним даним [4], проведеним  для оболонок, які під-
дані дії рівномірно розподіленого силового навантаження.

Таким чином, розвинута методика розрахунку термо-
пружних пологих оболонок зі зламами поверхні вздовж
координатних ліній дає змогу проаналізувати локальний
характер розподілу термонапружень в околі перегинів без
поділу оболонки на окремі її складові елементи. Зокрема,
злами поверхні оболонки приводять до локального зрос-
тання її жорсткості, а крива прогину має локальний
мінімум в околі точки зламу. З’являються зони напружень
розтягу, які є несприятливими для несучої здатності
оболонки.

Рис. 2. Безрозмірні нормальні зусилля iN%  в перерізі 1/ 2x =

Рис. 3. Нормовані згинальні моменти iM%  в перерізі 1/ 2x = .
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Отже, при розрахунках складчастих систем оболон-
кового типу потрібно враховувати дискретний характер
розподілу зламів поверхні оболонки.
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B. Khapko
Thermoelasticity of shallow prismatic shell assembled from
three plane elements

Pidstryhach Institute for Applied Problems of
Mechanics and Mathematics, Lviv

The thermoelasticity state of prismatic shallow shell with median
surface breakes  along coordinate lines is investigated. By using
method of finite integral transforms the analytical solutions to the
problems of heat conductivity and thermoelasticity are obtained in
the form of double series. In the case of uniform heating distribution
of stress resultant and stress couple in the open prismatic shell
assembled from three plane elements is analyzed.
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