
14    ISSN 1729-4959. Машинознавство, 2008, №6 (132)

Тонкостінні  конструкції прямокутного профілю
широко використовують у будівництві, кораблебудуванні
й машинобудуванні.

В [1] був запропонований метод розрахунку короб-
чатих оболонок, що зводиться до розв’язання задачі про
спільний плоскозгинний напружений стан пластини з
дефектами, роль яких відіграють ребра оболонки. У [2,
3] цим методом розв’язані задачі про включення у
коробчастих оболонках. У [4, 5] розв’язані задачі про
напружений стан коробчатої оболонки з тріщиною в
асимптотичній постановці Смотрова-Флейшмана [1].

Мета статті — дослідити задачу про поздовжню
тріщину в точній постановці.

Розглянемо задачу про напружений стан коробчатої
оболонки нескінченної довжини прямокутного профілю,
ослабленої парою симетричних тріщин (рис. 1). Перед-
бачається, що всі пластини, з яких складається оболонка,
виготовлені з одного матеріалу і мають однакову  товщину
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НАПРУЖЕНИЙ СТАН ОБОЛОНКИ,
ОСЛАБЛЕНОЇ ПАРОЮ
СИМЕТРИЧНИХ ТРІЩИН,
ПАРАЛЕЛЬНИХ РЕБРУ ОБОЛОНКИ
Ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à ïðî íàïðóæåíèé ñòàí íåñê³í÷åííî¿ êîðîá÷àòî¿ îáîëîíêè
ïðÿìîêóòíîãî ïðîô³ëþ, îñëàáëåíî¿ äâîìà òð³ùèíàìè, ðîçòàøîâàíèìè ñèìåòðè÷íî
íà ïðîòèëåæíèõ ãðàíÿõ ïàðàëåëüíî ðåáðàì îáîëîíêè. Çàäà÷à çâåäåíà äî ñèñòåìè
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî äâîõ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é, ÿê³ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ
êóò íàõèëó ³ íîðìàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ áåðåãà òð³ùèíè. Çà ìåòîäîì îðòîãîíàëüíèõ
áàãàòî÷ëåí³â ðîçâ’ÿçîê çíàéäåíî ó âèãëÿä³ ðîçêëàäó íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ó ðÿä çà
ìíîãî÷ëåíàìè ×åáèøîâà äðóãîãî ðîäó. Â ðåçóëüòàò³ çàäà÷à çâåäåíà äî íåñê³í÷åííî¿
ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü, ùî ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ìåòîäîì ðåäóêö³¿. Îòðèìàíî
çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü çàäà÷ äëÿ çãèíàëüíîãî òà ïëîñêîãî
íàâàíòàæåíü, ïðèêëàäåíèõ äî áåðåã³â òð³ùèí.

напружений стан, нескінченна коробчата оболонка прямокутного профілю,
тріщина, коефіцієнт інтенсивності напружень

h , коефіцієнт Пуасона ν , модуль пружності Е, цилінд-
ричну твердість D. Береги тріщини навантажені розпо-
діленими навантаженнями у вигляді згинальних моментів
інтенсивності ( )m y  і плоских напружень ( )yσ . Наван-
таження, що діє на оболонку, вважатимемо  симетричним
відносно площин симетрії оболонки, та такими, що береги
тріщин не змикаються.
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Використовуючи метод розрахунку коробчатих обо-
лонок, викладений в [1], зводимо задачу до пошуку роз-
в’язку системи диференціальних рівнянь

( )2 0w x, y∆ = ;

2 0 0( x, y ) , a x b,x , y ,x∆ σ = − < < ≠ < ∞         (1)

яка задовольняє такі умови на ребрі оболонки:

1

0xy xy xy

x x y

x x y

v M ,

u ( w w ); w u u ,

h (V ) (V ) ,

V h ( ) ( ) ,

+ − + −
−

+ −

+ −

〈 〉 = 〈τ 〉 = 〈ϕ 〉 = 〈 〉 =

〈 〉 = − + 〈 〉 = +

 〈σ 〉 = − + 
 〈 〉 = σ + σ 

                 (2)

а також граничні умови:

( ) ( )0

0

0

x x x

x x xy

x x xy

V ;M m y ; y ;x a, y c,xy
V u ;x a, y c,

V u ;x b,

= τ = = σ = σ = − <

= ϕ = = τ = = − >

= ϕ = = τ = =

де , ,u v w  — переміщення вздовж осей відповідно , ,x y z ;
x x x x xy,M ,V , ,ϕ σ τ  — кут повороту, згинальний момент,,

узагальнена поперечна сила , нормальне й дотичні
напруження.

При цьому граничні умови зручно подати у такому
вигляді:

0V ; ( y ); u ( y ), x a,x xy x= τ = ϕ = χ = µ = −

0V u ,x b,x x xy= ϕ = = τ = =                (3)

де ( y )χ  і ( y )µ  — невідомі функції на інтервалі y c< ,
рівні нулю поза цим інтервалом, що являють собою кут
нахилу і нормальні переміщення берега тріщини.

Не обмежуючи загальності, можна вважати 1c =  таа
допустити, що проведено потрібну заміну змінних x і y.
Після застосування перетворення Фур’є до пружних неві-
домих і навантажень аналогічно тому, як це було зроблено
в [1], а також до невідомих функцій ( y )χ  і ( y )µ

1 1

1 1

i y i y( y )e dy, ( y )e dyα αχ = χ µ = µ∫ ∫α α
− −

        (4)

задача (1) — (3) зводиться до системи одномірних
розривних крайових задач у трансформантах:

2 0 0L f ; a x b,x±
α = − < < ≠                    (5)

з неоднорідними граничними умовами:

4
3 1 3

1

3 1

0 ;

;

0

R f R f ; R f E

R f ,x a

R f R f , x b

− − + + + +
α α α α

− −
α α

± ± ± ±
α α

= = = −α µ

= χ = −

= = =
          (9)

і умовами на ребрі оболонки:

4 4
3 0 3 0

1 1
0 3 0 3

0 1 2jS f j , ;

S f E H f ; H f E S f ;

S f Dh H f ; H f Dh S f ,

± ±
α

+ + − − + + − −
α α α α

+ + − − − + + − − −
α α α α

= =

   = α = α   
   = = −   

  (7)

де ( ) 2
20 1 1

k

k k
fR f ;k , ;R f L f ;

x
± ±∂  = = = + ± ν α ∂

( )
2

2 2
3 21 d fR f L f ;Lf f ;

x dx
± ∂  = − ± ν α = − α ∂

( ) ( ) ( ); ; 0 ;Sf T T f Hf T T f T f f− + − + ±= − = + = ±

; ; .k k k k k kS f S R f H f H R f T f T R f± ± ± ± ± ±     = = =     
Розв’язки крайових задач з неоднорідними гранич-

ними умовами можна побудувати [2], використовуючи
базисну систему функцій і функції Гріна G( x, )ξ  крайової
задачі

2 ( ) 0, 0, ,L u x u u x a b′ ′′′= = = = − .

Тоді розв’язки задачі (5) — (7) можна записати у такому
вигляді:

1 3 0 0 3

4
3 0 0 3

q

q

f ( x ) R G ( x, a ) f f T G f T G ;

f ( x ) ( E )G ( x, a ) f f T G f T G ,

− − − − − − −
α α α

+ + + + + +
α α α α

= χ − + − +α α
= µ −α − + − +

(8)

де стрибки ( 0,3)kf k± = визначаються з розв’язку алгеб-
ричної системи в [1]: AF H= .

Якщо розрізняти частини розв’язків, залежні від αχ  і
αµ , то систему  можна переписати у вигляді

AF H Hα µ α χ= µ + χ ,                          (9)
де

( )
1

33 30
14

03 00

4
33 30

1
03 00

0

0

0

0

hD C C

E C C
A

C C E

C C Dh

− − −

− − −

+ +

+ + −

−

α −
=

− −α

− −

; [ ]ij i jC H T G± ± ±
α= ;

4
3 00 0

T
H ( E ) , ,H G ( x, a ),H G ( x, a )+ +

µ α α= −α − − ;

3 2 0 2 0 0
T

H H R G ( x, a ),H R G ( x, a ), ,− − − −
χ α α= − − ,

а вектори Hµ  і Hχ  отримані з результатів застосування
диференціальних операторів ( 0,3)jH j± =  до перших
доданків у (8).

Розв’язок системи (9) в силу її лінійності може бути
поданий у вигляді

F F Fα µ α χ= µ + χ ,
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де прийняті такі позначення для стрибків:

( ) ( )0 3 0 3 0 3 0 3F f , f , f , f ; F f , f , f , f+ + − − + + − −
µ µ µ µ µ χ χ χ χ χ= = .

Це дає змогу виписати розв’язок задачі через
трансформанти невідомих функцій:

f ( x ) k ( ,x ) k ( ,x )± ± ±
α α µ α χ= µ α + χ α ,

де 4
3 0 0 3k ( ,x ) ( E )G ( x, a ) f T G f T G+ + + + +

µ α µ α µ αα = −α − − + ;

3 0 0 3k ( ,x ) f T G f T G− − − − −
µ µ α µ αα = − + ;

3 0 0 3k ( ,x ) f T G f T G+ + + + +
χ χ α χ αα = − + ;

2 3 0 0 3k ( ,x ) R G ( x, a ) f T G f T G− − − − − −
χ α χ α χ αα = − − + .
Для пошуку невідомих функцій ( y )χ  і ( y )µ  отрима-а-

ємо систему інтегральних рівнянь відносно  цих функцій
шляхом обернення трансформант x ( x )ασ  і xM ( x )α ,
зміни порядку інтегрування при x a→ − :

0 01
11 12
0 0

1 21 22

K ( y,s ) K ( y,s ) x( s ) m( y )
ds

( s ) ( y )K ( y,s ) K ( y,s )−

     
=     µ σ     

∫ .    (10)

При цьому ядра 0
ijK ( y, )η  виражаються формулами:

0
11 0

1
2

i ( y )K ( y, ) R k ( , a )e d
∞

+ + α η−
µ

−∞

η = α − α
π ∫ ;

0
12 0

1
2

i ( y )K ( y, ) R k ( , a )e d
∞

+ + α η−
χ

−∞

η = α − α
π ∫ ;

0
21 2

1
2

i ( y )K ( y, ) ( D )R k ( , a )e d
∞

+ + α η−
µ

−∞

η = − α − α
π ∫ ;

0
22 2

1
2

i ( y )K ( y, ) ( D )R k ( , a )e d
∞

+ + α η−
χ

−∞

η = − α − α
π ∫ ,

де ( )m y і ( )yσ  — згинальний момент і нормальні напру-у-
ження, які прикладені до берегів тріщини.

Розв’язок системи інтегральних рівнянь шукається
ефективніше, якщо виділити з ядер Kii(y,η) слабозбіжні
частини (які мають лише статечне спадання за парамет-
ром α ), квадратури від яких дадуть сингулярні частини
ядер.

Скориставшись інтегралами

2 2

2 2 2
0

cos
( )

x x ye yd
x y

αα α α
∞

− −
=

+∫ ;

2 2
2

2 2 3
0

2 ( 3 )cos
( )
x x yxe yd
x y

αα α α
∞ −− =

+∫ ,

отримоємо шукане подання ядер інтегральних рівнянь
(10) у вигляді суми сингулярної і гладкої частин. У резуль-
таті система інтегральних рівнянь  набуде такого вигляду:

12

2
1

1 ( )d ln y d
( )dy −

µ η 
− η η + χ ηπ  

∫

1
11 12

21 221

( y )K K ( ) *d
K K ( ) m ( y )*−

σ µ η   
+ η =     χ η      

∫ ,            (11)

де

12 2m ( D ) m( y ); ( y )* *
−= γ σ = − σ ;             (12)

1
2

i ( y )
ij ijK ( y, ) k ( )e d

∞
α η−

−∞

η = α α
π ∫ ;              (13)

11 11 3 0 0 3k ( ) p ( ) f ( a ) f ( a )+ +
µ µα = α − Ω − + Ω − ;

12 3 0 0 3k ( ) f ( a ) f ( a )+ +
χ χα = − Ω − + Ω − ;             (18)

22 22 3 0 0 3k ( ) p ( ) f ( a ) f ( a )− −
χ χα = α − Μ − + Μ − ;

21 3 0 3 3k ( ) f ( a ) f ( a ) ;− −
µ µ α = −γ − Μ − + Μ −       (15)

11
( a b )p ( )exp G ( a,b )α +

αα = − −

( ) 10 5, a b LG ( a,b )−
α− + α − ;

4
22

( a b )p ( ) exp G ( a,b )α +
αα γ = −α − +

1 20 5 2 1, ( a b ) ( ) LG ( a,b );−
α + α + − − ν α − 

2k k k k( x ) T G ( x,t ); ( x ) R T G ( x,t );+ − −
α αΩ = Μ =

3 1( ) /( ).γ = + ν − ν
Скористаємося методом ортогональних багаточленів

і будемо шукати розв’язок у вигляді розкладу невідомих
функцій у ряд за багаточленами Чебишова другого роду
U ( )k η  з невідомими коефіцієнтами

2

0
1 1k

kk

( )
U ( ),k( )

∞

=

µµ η   
= − η η η <   χχ η   

∑ .        (16)

Підставимо (16) в (11), потім помножимо кожне рів-
няння цієї системи на 21 ( )y U yn−  і проінтегруємо за
y  на інтервалі (-1, 1). Якщо врахувати спектральне спів-
відношення [6]

12
2

2
1

1 1 1 1n n
d ln y U ( y )dy ( n )U ( x )

y xdx −

− = − +
π −∫

співвідношення ортогональності [7]

1
2

1

1
2m n mny U ( y )U ( y )dy

−

π
− = δ∫

і значення інтегралів [7]

1
2 12

21

1 n

n

sin x U ( x )
( x ) dx

cos x U ( x )
+

−

α 
− = α 

∫
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2 2

2 1

2 3 2 1 21 nn

n

J ( )( n )( )
J ( )

+

+

α π + ±
= −  αα  

,

то після нескладних перетворень і заміни порядку інтег-
рування при отриманні виразів для ijK ( y, )η , приходимо
до нескінченної системи лінійних алгебричних рівнянь
другого роду нормальних за Пуанкаре-Кохом відносно
коефіцієнтів розкладу

0
1 0n k n( k ,n )

n k nk
( n ) A ,n ,

m

∞

=

µ µ σ     
+ + = = ∞     χ χ     

∑ ,    (17)

де компоненти матриці ( , )k nA  і коефіцієнти правих
частин є такими:

2 2 4 1 2 1 2 1( k , n ) n k
ijA ( ) ( n )( k )+= − + + ×

2
2 1 2 1

0

1 2ij n kk ( ) J ( )J ( )d ; i, j ,
∞

−
+ +× α α α α α =∫ ;

2 1 2 1 14 1 2 2 2 2( k , n ) n k
ijA ( ) ( n )( k )+ + + += − + + ×

2
2 2 2 2

0

1 2ij n kk ( ) J ( )J ( )d ; i , j ,
∞

−
+ +× α α α α α =∫ ;

(2 1,2 ) (2 ,2 1) 0; , 1,2k n k n
ij ijA A i j+ += = = ;

1
2

1

2 1n

n

( y )* y U ( y )dynm m ( y )*−

σ σ 
 = −   π   

∫ .

При цьому ij * *k ( ), ( y ), m ( y )α σ  визначені в (12) —
(15), ( )kJ α  — функція Беселя.

Зазначимо, що процедура обчислення компонент мат-
риць ( , )k nA  істотно спрощується внаслідок блокової
симетрії, що легко виявляється при заміні n  на k і навпаки.
Обчислення інтегралів за α  полегшується внаслідок
експонентного убування підінтегральної функції. Розв’я-
зок нескінченної алгебричної системи дає можливість
визначити всі пружні невідомі, використовуючи розв’язок
задачі в трансформантах  —  у формі  і теорему про згор-
тання, а також визначити коефіцієнти інтенсивності
плоских k+  та згинних k−  напружень. Під коефіцієнтомом
інтенсивності напружень k± , виходячи [8], розумітимемо
коефіцієнт, через який виражаються головні частини
напружень в околі вершин тріщин. Під головними части-
нами напружень маються на увазі коефіцієнти при особ-
ливості у виразі для напружень в околі вершини тріщини.

Для отримання виразів головних частин досить знайти
границю при 1 ( 1)y y→ ± >  інтегралів

12
2

21 1

1 1
y

( )dlim y ln y d
( )dy

+

→±− −

 ϕ µ η   
= − − η η     ϕ χ ηπ     

∫

і скористатися співвідношенням [6]

12

2 2 2
1

( )( )1 1ln
1 1

nn y U yU dd
ydy y y−

= +
− − −

∫
η η

π η
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У результаті, отримавши значення головних частин
інтегралів у вигляді

0
1 1k

k
kk

U ( ), y
∞+

=−

ϕ  µ 
  = ⋅ ± > ϕ  χ  

∑ ,            (18)

можна знайти значення коефіцієнтів інтенсивностей
напружень і головних частин пружних величин.

Було отримано числовий розв’язок сформульованої
задачі (1) — (3), зведеної до нескінченної системи ліній-
них алгебричних рівнянь (17), що розв’язувалася методом
редукції зі збереженням чотирьох членів розкладу для

( y )µ  та  ( y )χ  в (16). Як навантаження, що діє на
оболонку бралися згинальний момент інтенсивності
m const=  і плоскі нормальні напруження інтенсивності

constσ = , прикладені до берегів тріщини. При цьому
коефіцієнти інтенсивності напружень в обох вершинах
тріщини мали однакове значення ( 1)k k± ±± =  і були
пов’язані з безрозмірними коефіцієнтами ,mk kσ

± ± , що
обчислюються за такими  співвідношеннями:

6 ;2
m cmk k k k c
h

σσ= =± ± ± ± .

У табл. 1 наведені значення коефіцієнтів інтенсивності
плоских і згинних напужень  при / 0,5a b =  для деяких
значень /c a .

Результати розрахунків для коефіцієнтів інтенсивності
mk−  — згинальних напружень від згинального наванта-

ження, з точністю до 1 % збігаються з результатами праці
[5], де подібні величини розраховувалися для задачі в
наближеній постановці, запропонованій в [1]. Таким
чином, числові результати підтверджують правомірність
асимптотичної постановки.
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V. Grishin, V. Reut, O. Reut
Intense state of the environment weakened by pair of
symmetric cracks parallel to the edge of the environmant

Mechnikov’s Odesa National University, Odesa

The problem of intense state of infinite box-shaped environment
of the rectangular structure, weakened by two cracks symmetrically
located on opposite sides at parallel edges of environment is
considered. The problem is reduced to the system of integral
equations concerning two unknown functions representing the corner
of inclination and normal movements of the crack edge. Under the
method of orthogonal polynomials the solution is searched as
decomposition of unknown functions in to the row of Chebyshev’s
polynomials of the second sort.In the result the problem is reduced
to the infinite system of linear algebraic equations which are solved
using the method of reduction. Values of stress intensity factors of
problems on curved flat loadings applied on crack edges are received.
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