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Використання композитних і пористих матеріалів як
теплоізоляційних вимагає дослідження всіх чинників, що
впливають на перенесення тепла в них. Якщо такі матеріали
є частково прозорими, то потоки енергії пов’язані з перено-
сом теплового випромінювання можуть бути сумірними з
потоками, зумовленими теплопровідністю та конвекцією на-
віть при відносно невисоких температурах 300 — 400 К [1].

При моделюванні поширення випромінювання в
реальних композитних матеріалах (зокрема волокнистої
структури [2]) важливим є врахування розсіяння випро-
мінювання на неоднорідностях (волокнах), яке описують
за допомогою індикатриси розсіяння [3]. Її можна побу-
дувати двома підходами — електродинамічним чи оптич-
ним. За першого досліджують відбивання й дифракцію
електромагнітних хвиль при взаємодії з волокном [3], а
за другого такі процеси пов’язують з поширенням про-
менів і досліджують на основі геометричної та хвильової
оптики [4]. В цій статті використано другий підхід.

У літературі розроблено основні принципи побудови
й отримано рівняння теорії теплопровідності  й термо-
пружності композитних матеріалів, зокрема двокомпо-
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ТЕПЛОВИЙ СТАН
ОПРОМІНЮВАНОГО
КОМПОЗИТНОГО ШАРУ
ЗА РІЗНОЇ ОРІЄНТАЦІЇ ВОЛОКОН
Проаналізовано розподіли температури у композитному шарі за теплового
опромінення залежно від орієнтації та об’ємної частки волокон. Показано,
що ці параметри волокон є істотними чинниками впливу на тепловий стан
композиту.

волокнистий композит, орієнтація  та об’ємна частка волокон,  теплове
випромінювання, розсіяння та  поглинання випромінювання, температура

нентних [2], які враховують відмінність температур і
деформацій компонентів. Коефіцієнти в цих рівняннях
означені як функції їхніх теплофізичних та механічних
характеристик, а також параметрів, що характеризують
геометрію структури композиту. Незважаючи на це, прак-
тично відсутні дослідження, в яких досліджено тепловий
стан композиту за врахування переносу випромінювання.

У статті наведено результати досліджень нагріву опро-
мінюваного шару з композитного волокнистого матеріалу,
спричиненого ослабленням (поглинанням та розсіянням)
зовнішнього випромінювання. Досліджено залежність
температури в шарі від вмісту й орієнтації волокон. Ці
дані є вихідними при аналізі термомеханічної поведінки
таких структур за умов дії випромінювання.

1. Моделювання процесів переносу випроміню-
вання й тепла у волокнистих композитах. Для випромі-
нювання частково прозорі композитні матеріали є
поглинаючими і розсіюючими середовищами. Перене-
сення випромінювання в тілах з таких матеріалів (за
нехтування власним випромінюванням) описується
інтегродиференціальним рівнянням [5]
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Тут λI  — спектральна інтенсивність випромінювання (λ
— довжина хвилі), яка є функцією  декартових координат

ix  і напряму s  ( s  — віддаль вздовж цього напряму),
який характеризується ортом 0s ; a, σ  — спектральні
коефіцієнти поглинання й розсіяння, Ω Ωin s,  — тілесні
кути в напрямах падаючого та розсіяного (тобто, в напрямі
s ) променів, Φ  — індикатриса розсіяння.
Розподіл температури в композиті за умов дії випромі-

нювання визначаємо з рівняння теплопровідності, в якому
вплив випромінювання на тепловий стан композиту вира-
жаємо через тепловиділення, зумовлені поглинанням
випромінювання (власним випромінюванням матеріалу
нехтуємо) [6,7]:
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Рівняння, що описують перенесення тепла у волок-
нистому композиті, як істотно неоднорідному багато-
компонентному матеріалі, отримують шляхом просто-
рового усереднення величин, що характеризують кожну
компоненту (матрицю і волокна), в межах елементарного
макрооб’єму. Розміри макрооб’єму повинні істотно
перевищувати характерні розміри неоднорідностей
матеріалу, але бути значно меншими за характерний
розмір тіла. При цьому рівняння теплопровідності для
волокон і матриці мають вигляд [2]:
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Тут vf  — об’ємна частка волокон у композиті; iq  —
компоненти вектора потоку тепла; T  — температура;
ρ, C  — відповідно густина й питома теплоємність. Індек-
си f  та M  стосуються волокна та матриці, дужки 
позначають усереднені величини, а кома перед індексом
— похідну за відповідною координатою. Величина contq
— це потік тепла через сумарну поверхню контакту між
волокнами і матрицею всередині макрооб’єму (за
ідеального теплового контакту).

Якщо волокна хаотично орієнтовані по об’єму компо-
зиту, чи орієнтовані (теж хаотично) лише в площинах
паралельних до основ нескінченого шару, то систему рів-
нянь (3) можна звести до одного рівняння теплопро-
відності відносно температури Т композиту.

Розглянемо спочатку хаотичну орієнтацію волокон по
об’єму. Якщо 1vf << , то внеском потоку тепла f

iv qf
через волокна на поверхні макрооб’єму можна знехтувати
порівняно з величиною contq . Тоді стааціонарний тепловий

стан композиту описується такою спрощеною системою
рівнянь (3):
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Звідси, враховуючи що − = χi ,ii,iq T  ( χ  – коефіцієнт
теплопровідності матриці), отримуємо рівняння для
визначення температури ≡ MT T  коммпозиту:
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Розглянемо тепер випадок, коли волокна хаотично
розташовані в площинах, паралельних до основ нескін-
ченного шару. Тоді вздовж осі z (z — товщинна коорди-
ната) маємо аналог шаруватої структури. За умов ідеаль-
ного теплового контакту між шарами  маємо

z
M
z

f
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Тоді з рівняння (3) для стаціонарного стану отримуємо
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Якщо шар опромінюється рівномірно, а умови тепло-

обміну на поверхнях однорідні, то потоки тепла f
iq  таа

M
iq  ( yxi ,= ) відсутні. Тоді із системи рівнянь (5)

отримуємо одновимірне рівняння виду (4) для визначення
температури )(zT .

Якщо характеристики композиту вважати незалеж-
ними від температури то система рівнянь (1), (3) стає
незв’язаною. Тоді з рівняння переносу випромінювання
(1) визначаємо інтенсивність випромінювання, а за нею
— джерела тепла зі співвідношення (2).

Для отримання числового розв’язку задачі потрібно
визначити радіаційні (індикатрису розсіяння Ф та коефі-
цієнти розсіяння σ  і поглинання a) характеристики
волокнистого композиту.

2.1. Визначення індикатриси та коефіцієнта розсі-
яння. При описі розсіяння випромінювання будемо вико-
ристовувати оптичний підхід. Взагалі кажучи, розсіяння
випромінювання можна розглядати як зміну напряму його
поширення. Причини такої зміни можуть бути різними.
У випадку розсіяння випромінювання циліндром (яким
моделюється волокно в композитному матеріалі [3]),
причинами розсіяння є відбивання від поверхні волокна
та дифракція на ньому як на прямокутній щілині [4]. Тоді
сумарна інтенсивність випромінювання scaI , розсіяногоо
в  напрямі  ( ,α η ),  визначається інтенсивностями
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розсіяного внаслідок відбивання ( α ηreflI ( , ) ) і дифракції
( α ηdiffI ( , ) )  випромінювання [4] :

α η = α η + α ηsca refl diffI ( , ) I ( , ) I ( , ) .              (6)

При цьому інтенсивність у напрямі ( α η, ) за прямокутною
щілиною скінченних розмірів буде такою [8]:

2 2

0
   β γ

α η =    β γ   
diff

x y
sin sinI ( , ) I d d .           (7)

Тут α  — кут між напрямом вздовж щілини і напрямомм
поширення променя за нею; η  — кут у площині, перпен-
дикулярній до поздовжньої осі щілини; x yd , d  —  відпо-
відно ширина й довжина щілини; 0I  — інтенсивність
падаючого випромінювання.

Кути β  і γ  виражаються співвідношеннями:

ππ
β = η α γ = α

λ λ
yx dd

sin sin ; cos .

Тут λ — довжина хвилі падаючого випромінювання.
Зауважимо, що співвідношення (7) вірне за умови, що
випромінювання в площині щілини є когерентним, тобто
вся різниця ходу виникає за щілиною.

Граничний випадок, коли довжина щілини набагато
перевищує її ширину, моделює ситуацію з волокнистим
композитом, в якому довжина волокна набагато пере-
вищує його діаметр. Тоді співвідношення (7) спрощується
і має вигляд

2

0
 β

α η =  β 
diff sinI ( , ) I d ,                     (8)

π
β = η α

λ
d sin sin .                            (9)

Вираз (8) визначає інтенсивність випромінювання,
розсіяного (внаслідок дифракції) одиницею довжини
волокна в напрям, що визначається кутами 0α = α  та η
( xd d≡ , d  — діаметр волокна), при куті падіння випро-
мінювання 0α .

Інтенсивність випромінювання, розсіяного при відби-
ванні, визначається співвідношенням [4]

( )0 2
4

α η = ρ α π − ηrefl dI ( , ) I sin cos ( ) . (10)

Співвідношення (6) та (8) — (10) приймемо за вихідні
при знаходженні індикатриси розсіяння окремого волокна
і волокнистого середовища.

Індикатрису розсіяння визначають як відношення
інтенсивності випромінювання, розсіяного об’єктом у
певний кут, до усередненої за напрямами інтенсивності,
розсіяної в усі кути. Індикатрису окремого волокна, яке
моделюється нескінченним циліндром, подають так:

2

0

1
2

π

α η
Φ α η =

α η η
π ∫

I( , )( , )
I( , ) d

,                   (11)

де інтенсивність α η ≡ α ηscaI( , ) I ( , )  задається співвідно-
шеннями (6) та (8) — (10). Індикатриса розсіяння волок-
нистого середовища (волокнистого композиту) повинна
враховувати вклади усіх волокон, що знаходяться в макро-
об’ємі. Ці вклади залежать від розміру волокон та їхньої
орієнтації. В загальному випадку вона має вигляд
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Тут s f,Ω Ω  — тілесні кути в напрямі розсіяння і в
напрямі орієнтації волокна. Величина fr

v fN d drΩ Ω
визначає кількість волокон в одиниці об’єму композиту
радіусом r r dr÷ ±  і орієнтованих у тілесному куті

f f fdΩ ÷ Ω ± Ω . У детальнішому вигляді ця величина
подається так:

f
f

r
v f f v f f rN ( r, )d dr N f ( )d f ( r )drΩ

ΩΩ Ω = Ω Ω ,

де rf ( r )  — густина ймовірності, що волокна мають
радіус r r dr÷ ± ; 

f ff ( )Ω Ω  – густина ймовірності орієн-
тації волокон у тілесному куті f f fdΩ ÷ Ω ± Ω . vN  визна-
чає кількість волокон в одиниці об’єму композиту.

Якщо у співвідношенні (12) тілесні кути виразити
через  азимутальний ω  та полярний ξ  кути, то отримаємо

m
i i s s( , ; , )Φ ξ ω ξ ω =

2
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2
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Тут позначено v rN( r ) N f ( r )= ,

04
i i s s f f

i i s s f f
I( , ; , ; , )

i( , ; , ; , )
I

ξ ω ξ ω ξ ω
ξ ω ξ ω ξ ω =

π
,

Рис. 1. Локальні кути, пов’язані з волокном
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а індекси f, i та s біля кутів означають волокно, падаюче
та розсіяне випромінювання.

Коефіцієнт розсіяння волокнистого композиту
подається співвідношенням

2

1

2

0 0
f f

r

f f f f f
r

CN(r)f ( )f ( )d sin d dr,
π π

ω ξσ= ω ξ ω ξ ξ∫ ∫ ∫       (14)

де i i f fC C( , ; , )= ξ ω ξ ω  — переріз розсіяння випромі-
нювання композитним середовищем [3]:

i i f fC( , ; , )ξ ω ξ ω =

2

0 0
i i f f s s s s sI( , ; , ; , ) d sin d .

π π

= ξ ω ξ ω ξ ω ω ξ ξ∫ ∫   (15)

Коефіцієнт розсіяння є функцією кута падіння
внаслідок залежності від нього величини С. Фізичний
зміст коефіцієнта розсіяння є аналогічним до змісту
коефіцієнта поглинання. Його визначають за відношенням
сумарної інтенсивності випромінювання, розсіяного в усі
напрями, при проходженні шляху ds в середовищі до
інтенсивності падаючого випромінювання:

0

1 scadI
ds I

σ = − .                               (17)

Між кутами ,α η  та ,ξ ω  існують співвідношення [9]:

( )i f i f i fcos sin sin cos( )α = ⋅ = ξ ξ ω − ω +r r

i fcos cos ;+ ξ ξ

2cos cos cos ;η = β − α

( )i s i s i scos sin sin cos( )β = ⋅ = ξ ξ ω − ω +r r

i scos cos .+ ξ ξ

Тут β  — кут між падаючим і розсіяним променями.
2.2. Визначення коефіцієнта поглинання. Оскільки ми

розглядаємо випадки хаотичної орієнтації волокон по
об’єму композиту і в площинах, паралельних до основ
шару, то за основу при визначенні середнього (за товщи-
ною шару) значення коефіцієнта поглинання волок-

нистого композиту можна вибрати двошарову систему
матриця — волокно.

Нехай 0I  — інтенсивність випромінювання падаю-
чого на поверхню композитного середовища (тобто, на
поверхню матриці). Після проходження шляху 1s  в
матриці частина випромінювання поглинеться, тому на
межі матриця — волокно інтенсивність буде такою:

( )1 0 1MI I exp a s= − ,                            (15)

де Ma  — коефіцієнт поглинання матеріалу матриці.
Подібним чином, інтенсивність на межі волокно —

зовнішнє середовище виражається так:

2 1 2fI I exp( a s )= − ,                            (16)

де fa  — коефіцієнт поглинання матеріалу волокна; 2s
— шлях у середовищі волокон.

Підставивши вираз (15) у (16), отримаємо

2 0 1 2M fI I exp( ( a s a s ))= − + .                (17)

З іншого боку, інтенсивність I2 можна визначити так:

2 0 1 2
mI I exp( a ( s s ))= − + ,                 (18)

де ma  — ефективний коефіцієнт поглинання композиту..
Прирівнявши вирази (17) та (18), знаходимо

1 2

1 2
1M fm

M v f v
a s a s

a a a ( f ) a f
s s

+
≡ = = − +

+ . (19)

Тут враховано,  що в  одновимірному випадку
2 1 2vf s ( s s )= + .

3. Стаціонарне температурне поле в опромінюва-
ному шарі. Для нескінченного шару рівняння переносу
випромінювання (1) має вигляд

4

04
m

i i i
dI( z )cos I( z ) I( z, ) ( , ) d

dz

πΛ
ξ = − + Ω Φ Ω Ω Ω

π ∫ . (20)

Тут z cos ξ  — шлях вздовж напряму s ; ( a )Λ = σ + σ  —
альбедо [4].

Припустимо, що всі волокна мають однаковий радіус.
Тоді множник, що визначає об’ємну концентрацією
волокон у співвідношеннях (13) і (14), скоротиться, а
вираз для індикатриси розсіяння набуде вигляду

∫ ∫

∫ ∫
=

=Φ

π π

ξω

π π

ξω

ξξωξω

ξξωξω

ωξωξ

0

2

0

0

2

0

sin)()(

sin)()(

),;,(

fffff

fffff

ssii
m

ddffC

ddffi

ff

ff

.

Приймаємо, що шар товщиною h рівномірно опромі-
нюється зі сторони 0z =  джерелом випромінювання з
температурою sT , інтенсивність випромінювання якогоо

Рис. 2. Вид на шар збоку та зверху
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пропорційна інтенсивності абсолютно чорного тіла [6]:
0 b sI kI ( ,T )λ λ= λ .
При цьому для дослідження впливу орієнтації волокон

на розподіл температури в шарі приймаємо, що випромі-
нювання падає на шар лише в площині 0iω = , перпен-
дикулярній до поверхонь.

Припускаємо, що поверхні шару дзеркально відби-
ваючі і знаходяться за умов конвективного теплообміну з
навколишнім середовищем з температурою eT . Відпо-
відно до описаної в пункті 2 розрахункової схеми, з рів-
няння переносу (20) визначаємо інтенсивність випро-
мінювання, а за нею — тепловиділення згідно зі співвід-
ношенням (2).

Рівняння переносу випромінювання розв’язували
методом дискретних ординат [4, 10], а рівняння теплопро-
відності — методом скінченних різниць [11]. Розглядався
композитний матеріал зі скляною матрицею і волокнами
з кремнію. Потрібні для обчислень радіаційні та тепло-
фізичні характеристики скла подано в [6], а кремнію — в
[12]. Числові дослідження здійснювали при значеннях

=h 1см , 1000=sT K , 300=eT K . Усі графіки описуютьть
стаціонарний розподіл температури за товщиною шару
( =*z z h  — безрозмірна координата).

На рис. 3 наведено розподіл температури при різних
орієнтаціях волокон. Розрахунки проводилися при
значенні об’ємної частки волокон 0 02=vf ,  (рис. 3,а) таа

0 001=vf ,  (рис. 3,б). Криві 1 та 2 відповідають однорід-
ній орієнтації волокон в усьому об’ємі та в площинах

=z const . Видно, що температура в шарі істотно зміню-
ється при зміні орієнтації волокон.  Залежність темпера-
тури від орієнтації слабшає при зменшенні об’ємної
частки волокон.

На рис. 4 подано розподіли температури в шарі при
різних значеннях об’ємної частки волокон за однорідного
розподілу волокон по об’єму. Криві 1 — 4 відповідають
значенням об’ємної частки 0 0 0001 0 001 0 002=vf ; , ; , ; , .
Спостерігаємо тенденцію до зниження температури зі
збільшенням частки волокон. Це пояснюється тим, що
збільшення кількості волокон спричиняє зростання част-
ки розсіяного випромінювання і зменшення поглинутого,
яке визначає тепловиділення.
Висновки. На модельній задачі для одновимірного

шару досліджено закономірності впливу зовнішнього
теплового випромінювання на тепловий стан волокнис-
того композитного матеріалу залежно від орієнтації
волокон та їхньої об’ємної частки в ньому.

Показано, що, змінюючи ці характеристики, можна
істотно впливати на рівні та величини градієнтів темпе-
ратури в композиті. Це теоретично підтверджує можли-
вість застосування волокнистих композитів як для
керування теплоізоляційними властивостями відповідних
структур, так і рівнями механічних напружень у них.
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