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Вперше модель міжфазної тріщини, в якій врахову-
ється контакт берегів біля вершин тріщини була запропо-
нована в [1] з метою ліквідувати фізично некоректні
осцилюючі особливості в полях напружень та перемі-
щень, що виникають у привершинних зонах тріщини при
розв’язанні задачі в рамках моделі тріщини з повністю
відкритими берегами. У подальшому в працях [2 — 4]
були отримані аналітичні розв’язки для міжфазної трі-
щини відповідно до моделей гладкого та фрикційного
контактів. У [5] запропоновано й аналітично обґрунтовано
модель міжфазної тріщини зі штучною зоною контакту,
яка дала змогу ефективно проводити аналіз композитних
тіл скінченних розмірів. Для п’єзокерамічних композит-
них матеріалів точні розв’язки задач для міжфазної трі-
щини з зонами контакту отримано в [6, 7].

Слід зазначити, що у згаданих вище працях, як і в бага-
тьох інших, під час аналізу використовувалися моделі
електропроникної або електроізольованої тріщини. Однак
найреалістичнішим і узагальненим варіантом електрич-
них умов можна вважати умови для частково електропро-
никної тріщини [8], в яких врахована електрична проник-
ність середовища, що заповнює тріщину. Але, незважа-
ючи на те, що частково електропроникна тріщина
найбільш реалістична, можна виділити лише незначну
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кількість праць, в яких ця модель досліджувалася раніше
[9 — 11]. Нижче, в рамках моделі міжфазної тріщини зі
штучною зоною контакту, у замкненому вигляді подається
розв’язок задачі для частково електропроникної тріщини,
яка розміщена на межі поділу двох півпросторів з різних
п’езокерамічних матеріалів.
Постановка задачі. Вихідні співвідношення. У

прямокутній системі координат 321 xxOx  розглянемо
простір, складений з двох різних п’єзокерамічних пів-
просторів 03 >x  та 03 <x . Матеріали цих півпросторів
мають клас симетрії 6mm і попередньо поляризовані у
напрямі осі 3Ox  (рис. 1).

Вважатимемо, що у смузі 211 bxb << , 03 =x  області
розмежування півпросторів розташована частково
електропроникна ненавантажена тріщина, а поза тріщи-
ною півпростори жорстко зчеплені між собою вздовж
своєї межі 03 =x . На нескінченності задані однорідні
поля механічних зусиль та електричної індукції.

Розглянемо задачу для випадку плоскої деформації,
тобто вважатимемо, що всі характеристики електромеха-
нічного поля не залежать від координати 2x .

Згідно з [1] введемо біля правої вершини тріщини
штучну зону гладкого (безфрикційного) контакту

21 bxa << . Розташування точки a , що визначає довжину
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зони контакту, поки що є довільним і буде визначене далі
з додаткових умов.

Відкриту частину тріщини позначимо через
( )a ,bM 1= , зону контакту — ( )2b ,aL = , а ділянки жорст-

кого зчеплення матеріалів — через U . Тоді умови на межі
поділу матеріалів можемо записати у такому вигляді:

[ ][ ] 013 =σ , [ ][ ] 033 =σ , [ ][ ] 03 =D , LMUx ∪∪∈1 ;  (1)

[ ][ ] 01 =u , [ ][ ] 03 =u , [ ][ ] 0=ϕ , Ux ∈1 ;            (2)

013 =σ , [ ][ ] 03 =u , [ ][ ] 0=ϕ , Lx ∈1 ;             (3)

013 =σ , 033 =σ , [ ][ ] [ ][ ]ϕε−= auD 33 , Mx ∈1 ,    (4)

де ijσ , iD , iu , ϕ  — механічні напруження, електрична
індукція, переміщення та електричний потенціал відпо-
відно; 0εε=ε ra ; rε  — відносна електрична проникність;

12
0 10858 −⋅=ε , Ф/м. Символ [ ][ ]⋅  тут і надалі означає

стрибок відповідної функції на межі поділу матеріалів.
Відповідно до методики [6] основні характеристики

електромеханічного поля на межі поділу матеріалів можна
подати у такому вигляді:

=σ++σ )0,()0,()0,( 1131134133 ximxDmx jj

)()( 11 xFxF jjj
−+ γ+= ,                        (5)

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]=ϕ′+′+′ )()()( 14133111 xinxuinxun jjj

)()( 11 xFxF jj
−+ −= ,                          (6)

де jγ , jlm , jln  )4,3,1,( =lj  — дійсні сталі, які залежатьть
від характеристик матеріалу [6]. При цьому 14 =γ ,

041 =m , 041 =n .
Функції )(zF j  )4,3,1( =j  є аналітичними у всій комп-

лексній площині за винятком області тріщини. Їх пове-
дінка на нескінченності визначається умовою [6]

j

jj

zj
imDm

zF
γ+

σ++σ
=

∞∞∞

∞→ 1
)( 1313433 .             (7)

Слід зазначити,  що електропроникна
)0,()0,( 1313 xDxD −+ = ,   )0,()0,( 11 xx −+ ϕ=ϕ  та електро-

ізольована 0)0,()0,( 1313 == −+ xDxD  тріщини можуть
розглядатися як граничні випадки частково електропро-
никної тріщини, коли ∞→ε r  або 0→ε r  відповідно.
Метод розв’язування. Припустимо, що на відкритих

берегах тріщини виконується умова

DxDxD == −+ )0,()0,( 1313 ,

де D  — деяка дійсна стала.
Тоді, вводячи нову функцію

j

j
jj

Dm
zFz

γ+
−=Φ

1
)()( 4 , 4,3,1=j

і задовольняючи за допомогою співвідношень (5), (6)
граничні умови (3) та перші дві умови (4), отримаємо
комбіновану однорідну задачу Діріхле — Рімана:

0)()( 11 =Φγ+Φ −+ xx kkk , Mx ∈1 ;              (8)

0)(Im 1 =Φ ± xk , Lx ∈1                       (9)

і задачу Гільберта

0)()( 1414 =Φ+Φ −+ xx , Mx ∈1              (10)

для функцій )(zkΦ  )3,1( =k  та а )(4 zΦ , які є аналітич-
ними у всій комплексній площині за винятком областей

LMx ∪∈1  та Mx ∈1  відповідно.
Поведінку функцій )(zjΦ  на нескінченності, згідно

з (7), можна подати як

jjzj iz τ−σ=Φ
∞→

ˆˆ)( ,                     (11)

де 
j

j
j

DDm
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−+σ
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1
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ˆ 3433 ,   
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σ
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.

Числовий аналіз показав, що 3414 mm = , 3111 mm −= ,
1

13
−γ=γ . Це дає змогу отримати розв’язок задачі (8), (9)

у випадку 3=k  на основі розв’язку для 1=k . Виходячи
з цього, розглянемо задачу Діріхле — Рімана (8), (9) тільки
для функції )(1 zΦ . Її загальний розв’язок має вигляд [12]

)()()()()( 211 zXzQzXzPz +=Φ ,              (12)

де
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Рис. 1. П’єзокерамічний біматеріал із міжфазною тріщиною
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причому 0C , 1C , 0D , 1D  є дійсними коефіцієнтами, які
визначаються з поведінки функції )(1 zΦ  на нескінчен-
ності (11) і мають такий вигляд:

βσ−βτ−= sinˆcosˆ 111C ,   βτ−βσ= sinˆcosˆ 111D ,

111
21

0 2
DCbbC β−

+
−= ,   1

1
110 2

D
ba

CD
+

−β= ,

де 21 )11(
ln

λ++
λ

ε=β ,   )( 211 bal −ε=β ,   
l

ab −
=λ 2 .

Розв’язок задачі Гільберта (10), враховуючи поведінку
функції )(4 zΦ  на нескінченності (11), знайдемо на
підставі [13] у вигляді
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ω
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z
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z ,         (13)

де ][ 344331 DDm −+σ=ω ∞∞ .
Використовуючи розв’язки (12), (13), а також співвід-

ношення (5), (6), отримаємо системи двох лінійних алгеб-
ричних рівнянь для визначення механічних напружень,
електричної індукції, а також похідних від стрибків пере-
міщень та електричного потенціалу на різних ділянках
межі поділу матеріалів:

— для Mx ∈1
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— для Lx ∈1

[ ][ ]












−

φ
+

−

φ

−
=′

ax
xshxQ

xb
xchxP

bxn
xu

1

11

12

11

1111
11

)(
~

)()(
~

)(2)( ,

+
−−






 γ−

=+σ

φ−φ

))((

)(
)0,()0,(

1211

)(
~

1
)(

~

1

1314133

11

xbbx

eexP
xDmx

xx

Dm
axbx

eexQ xx

14
111

)(
~

1
)(

~

1

))((

)( 11

+
−−






 γ+

+

φ−φ

,

=+σ )0,()0,( 1344133 xDmx

Dmbax
axbx 44

1
1

111

1

2))((
+






 +

−
−−

ω
= ;     (15)

— для 21 bx >
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Співвідношення (14) дають можливість записати
асимптотичні вирази для похідних від стрибків пере-
міщення та електричного потенціалу при 01 −→ ax  у
такій формі:

[ ][ ]
))((2

)(4)()(
11

441114
13 baxa

aQnbanxu
−−∆

α−−ω
=′

Θ

,

[ ][ ]
))((2

)(4)(
)(

11

431113
1 baxa

aQnban
x

−−∆

α−−ω
−=ϕ′

Θ
,

де 14434413 nnnn −=∆Θ .
Інтегруючи останні вирази і беручи до уваги останню

з умов (4), отримаємо вираз для нормальної складової
вектора електричної індукції при Mx ∈1 :

( )
34424411114

34324311113

12)1(
12)1(

ωλ−−ωε+ωλ−γ

ωλ−−ωε+ωλ−γε
=

nnn
nnn

D a ,

де

( ) βσ−β−+σ=ω ∞∞∞ cossin][ 1311314332 mDDm ,

( ) βσ+β−+σ=ω ∞∞∞ sincos][ 1311314333 mDDm .
Оскільки 1ω , 2ω  та а 3ω  лінійно залежать від D ,

останнє співвідношення можна подати у вигляді квад-
ратного рівняння

032
2

1 =η+η+η DD ,                      (17)

де

( ) )1(sin2cos1 11444144141 λ−γ−βε−βλ−=η nmnm ,

( ) −λ−γε+χ=η )1(113441142 nmn a

( )−χε−χλ−− 21344 21n

( )βε−βλ−ε− sin2cos1 14314nma ,

( ) )1(21 1113213433 λ−γχε−χε−χλ−ε=η nn aa ,
∞∞ +σ=χ 344331 Dm ,

( ) βσ−β+σ=χ ∞∞∞ cossin 1311314332 mDm ,

( ) βσ+β+σ=χ ∞∞∞ sincos 1311314333 mDm .
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Як показує числовий аналіз, лише один з коренів рів-
няння (17) фізично коректний, і саме він однозначно
визначає значення сталої D.

Введемо далі такі коефіцієнти інтенсивності напру-
жень та електричної індукції:

)0,()(2lim 133101
1

xaxK
ax

σ−π=
+→

,

)0,()(2lim 1132102
21

xbxK
bx

σ−π=
+→

,

)0,()(2lim 13104
1

xDaxK
ax

−π=
+→

.             (18)

Перейшовши у виразах (15) до граничних значень при
01 +→ ax , а у виразах (16) — до граничних значень при
021 +→ bx  і скориставшись (18), отримаємо:

( ){ −ωε−λ−ω
α
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= 21344
1444

1 21
2
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1
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11
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l
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K ,
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α

π
−

−= 213
1444

4 21
2

1 l
mm

K

}1)1( ωλ−α− .                          (19)

Вирази для напружень та електричної індукції, а також
для стрибків переміщень та електричного потенціалу в
околі правої вершини тріщини за допомогою коефіцієнтів

1K , 2K  та а 4K  подамо у такому вигляді:
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де ( ) Θ∆−γα=Θ 1414411 nn ,   
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.

Швидкість вивільнення енергії для правої вершини
частково електропроникної тріщини можна подати так
[14]:

[ ][ ]






+τ∆−ττσ
∆

= ∫
∆+

→∆

la

al
dlu

l
G )()0,(

2
1lim 3330

[ ][ ]∫
∆+

+τ∆−τϕτ+
la

a

dlD )()0,(3

[ ][ ]






τ∆−ττσ+ ∫
∆+ lb

b
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2

)()0,( 113 .               (21)

Підставляючи вирази (20) у формулу (21) і обчислю-
ючи відповідні інтеграли, отримаємо

( )[ ]414114
2
444

2
222

2
1114

1 KKKKKG Θ+Θ+Θ+Θ+Θ= .

Отримані вище результати справедливі для довільного
розташування точки а або параметра lab )( 2 −=λ , який
визначає відносну довжину зони контакту. Для визначення
реального значення цього параметра ( 0λ=λ ) потрібно,
щоб виконувалися такі умови [1]:

0)0,( 133 ≤σ x  для Lx ∈1 ,   [ ][ ] 03 >u  для Mx ∈1 .

Чисельно-аналітичний аналіз показує [6], що обидві
ці умови виконуються, якщо λ  максимальний корінь з
проміжку )1,0(  рівняння

01 =K .                                    (22)

Використовуючи формулу (19), рівняння (22) можна
записати у вигляді

2
1

1
44

14
3 1

2
ω

λ−
ε

=ωα−ω
m
m

.                (23)

Рівняння (23) в загальному випадку розв’язується
чисельно. Однак слід зазначити, що для реальних п’єзо-
керамічних матеріалів значення 0λ  дуже мале і визначити
його числовими методами дуже складно. Тому при

10 <<λ , вважаючи 11 0 ≈λ+ , отримаємо таку асимпто-о-
тичну формулу:

[ ]
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44

114

m
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1

2
11 ˆˆ~~

τ+σε=∆ ,  2
11 41~ ε+=ε ,  а  ціле

число n  слід вибирати так, щоб )(
0
asymλ  було максимально

можливим значенням з проміжку (0, 1).
Аналіз результатів. Для ілюстрації отриманих

результатів було проведено числові розрахунки для
біматеріального композиту, складеного з п’єзокераміки
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PZT-5 (верхній матеріал) та PZT-4 (нижній матеріал).
Характеристики цих матеріалів наведено в [9]. Розгля-
далися різні електричні умови: електропроникна тріщина,
частково електропроникна тріщина з різними значеннями

rε  та електроізольована тріщина. Слід зазначити, що для
фізично реальних заповнювачів тріщини параметр rε
завжди більший або дорівнює одиниці.

На рис. 2 подано розподіл )0,( 13 xD  на відкритих
берегах тріщини при 01,0=λ , 02,0=l м, 1033 =σ∞ МПа,

2013 −=σ∞ МПа, 01,03 =∞D Кл/м2. Крива 1 відповідає
електропроникній тріщині; 2 — частково електропро-
никній )400( =ε r ; 3 — частково електропроникній

)81( =ε r . Для електроізольованої тріщини нормальна
складова вектора електричної індукції при Mx ∈1  дорів-
нює нулю. З отриманих результатів видно, що зі зростан-
ням rε  усі криві наближаються до випадку електропро-
никної тріщини і лише в досить малому лівому околі точки
а між ними спостерігається деяка відмінність. Це під-
тверджує наше припущення щодо сталого розподілу
нормальної складової електричної індукції на відкритих
частинах берегів частково електропроникної тріщини.

Для різних видів зовнішнього навантаження в табл. 1,
табл. 2 наведено значення основних параметрів руйну-

вання )( 0220 λ= KK , )( 0440 λ= KK , )( 00 λ= GG , які
знайдено для реальної довжини зони контакту 0λ . Роз-
мірність усіх фізичних величин подано в системі СІ.

Видно, що електрична проникність середовища трі-
щини, особливо за малих значень розтягуючих зусиль,
істотно впливає на коефіцієнти інтенсивності та швид-
кість вивільнення енергії. Значення цих параметрів для
частково електропроникної тріщини лежать між двома
граничними значеннями, які відповідають електропро-
никній та електроізольованій тріщинам, і тому не можуть
бути замінені одним з цих граничних випадків.
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Таблиця 1

Залежність основних параметрів руйнування від
електричної проникності середовища тріщини: 02,0=l м,

01,03 =∞D  Кл/м2, 1033 =σ∞  МПа, 2013 −=σ∞  МПа

Таблиця 2

Залежність основних параметрів руйнування від
електричної проникності середовища тріщини: 02,0=l м,

01,03 =∞D  Кл/м2, 1033 =σ∞  МПа, 20013 −=σ∞  МПа
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An interface crack with a limited electrical permeability in a
piezoelectric bimaterial
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The plane strain problem for an interface crack between two
bonded piezoelectric semi-infinite spaces under remote
electromechanical loading is considered. Mechanically frictionless
and electrically permeable contact zone is assumed at the right-
hand side crack tip and remaining part of the crack is considered as
electrically limited permeable with a certain permeability of the crack
medium. This problem is reduced to a combination of combined
Dirichlet-Riemann and Hilbert boundary value problems which are
solved analytically. Distributions of the electric displacement along
the crack region as well as the stress and electric intensity factors
and the energy release rate are found for different electromechanical
loads and crack permeability.
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