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Скляні тіла обертання в процесі охолодження від
вихідних підвищених температур піддають різним тепло-
вим діям для надання їм потрібних функціональних
властивостей, зокрема міцнісних. Виникаючі за таких дій
температурні напруження міняються в широкому діапа-
зоні в залежності від параметрів температурних полів,
умов закріплення, геометричної конфігурації, властивос-
тей матеріалу. Високі рівні напружень можуть призводити
до руйнування конструкцій або до погіршення експлуата-
ційних властивостей за рахунок виникнення значних
залишкових напружень. Тому виникає проблема оптимі-
зації режимів охолодження за рівнем напружено-дефор-
мованого стану тіла.

Стаття є продовженням досліджень, викладених в [1].
Порівняно з існуючими в літературі дослідженнями в
цьому напрямі [1 — 4], у цій праці вибір фунціоналу
оптимізації здійснюється поетапно, в залежності від
температури тіла з врахуванням особливостей механічної
поведінки скла за підвищених температур.

Математична постановка таких задач оптимізації
режимів охолодження тіл включає етапи: вибір параметрів
стану; формулювання залежностей, які описують пове-
дінку тіл за заданих умов теплового навантаження (вибір
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параметрична оптимізація, термічне оброблення, тіло обертання

адекватної фізико-математичної моделі опису наявних
фізико-механічних процесів); вибір критерію оптимізації;
вибір функцій керування, за допомогою яких досягається
екстремум  функціоналу оптимізації; формування
обмежень на параметри стану і функції керування.

Зупинимось на особливостях цих етапів. Для опису
термомеханічної поведінки скляних тіл обертання
використовуємо модель пружного тіла в тривимірній
постановці з урахуванням залишкових напружень, які
утворюються при охолодженні від високих температур в
момент склування [1].

Розглядається тіло обертання, яке займає область Ω
евклідового простору 3R  і обмежене неперервною за
Ліпшицем поверхнею Г. Воно віднесене до криволінійної
ортогональної циліндричної системи координат zOrϕ .
Тіло піддається технологічному осесиметричному нагрі-
ванню (охолодженню), яке здійснюється зовнішнім
середовищем з температурою tс(М,τ) через частину
поверхні tΓ , tM Γ∈  і тепловим потоком м q(М,τ) через
частину поверхні qΓ , qM Γ∈ , Γ=Γ∪Γ qt , а також розпо-
діленими джерелами тепла потужністю Q(М,τ), М∈Ω.
Приймаємо, що температура в тілі змінюється в заданих
межах, а напруження, які виникають при цьому, не
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перевищують допустимої величини. На частині uΓ
загальної поверхні тіла Г можуть бути задані переміщення

( )00
zr u,uu = , а на частині σΓ  — силове навантаження, якее

характеризується вектором )p,p(p zr= , Γ=Γ∪Γ σu .
Зв’язок між компонентами тензора напружень і

тензора деформацій приймаємо у вигляді [1]

{ } [ ] { } { } { }( )0ε−ε−ε=σ tD ,

де [ ]D  — матриця пружних характеристик, { }σ  — тензорор
напружень, { }ε  — тензор деформацій, { }tε  — тензорор
температурної деформації, { }0ε  — тензор залишкової
деформації, яка визначається на основі відомої гіпотези
«заморожування». Задачу формулюємо в квазістатичній
незв’язаній постановці (в переміщеннях).

Вибір фунціоналу оптимізації J здійснюється поетап-
но, в залежності від температури тіла. Коли температура
тіла є вищою за температуру склування, що відповідає
процесу формування залишкових деформацій і відпо-
відних їм залишкових напружень у тілі, за функціонал F1
оптимізації вибираємо відхилення тензора залишкових
напружень від заданого технологічного рівня 0σ , а коли
температура тіла є нижчою від температури склування
(відбувся процес формування залишкових напружень у
тілі) — функціонал F2, який характеризує відхилення
тензора напружень від допустимого рівня dσ :
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Функцією керування h може бути як температура
зовнішнього середовища ct  (зокрема, температура
поверхні тіла), так і густина теплового потоку q. Потуж-
ність джерел тепла Q вважаємо заданою.

Типовими обмеженнями є обмеження на напружений
стан тіла

( )tmax d
,

i σ≤σ
Ωτ

,  і=1,..,3  ,

де ( )tdσ  — рівень допустимих напружень, який зміню-
ється в залежності від температури конкретної точки тіла
(зокрема, поверхні). Кількість додаткових умов на пара-
метри розглянутих полів і функції керування в такій схемі
оптимізації є неістотною.

У заданій постановці задача оптимізації процесу тепло-
вого охолодження є задачею на умовний екстремум (міні-
мум) функціоналу J при відповідних в’язях на параметри
стану і обмеженнях на напружений стан тіла й параметри
режиму охолодження. В’язями є система співвідношень, які
описують за прийнятого моделювання термомеханічну
поведінку тіла в заданому процесі охолодження.

Розв’язок сформульованої екстремальної задачі будує-
мо на основі принципу поетапної параметричної оптимі-
зації [5]. В рамках запропонованого підходу мінімізація
вихідних функціоналів, з використанням часової та
просторової дискретизації, зводиться до знаходження
мінімуму відповідних функцій ( )nh,...,hJJ 1= , аргумен-
тами якої є значення функції керування ih  в дискретні
моменти часу iτ .

Розв’язок отриманої екстремальної задачі шукаємо за
два етапи. На першому етапі, коли тіло охолоджується до
температури склування (етап формування залишкових
деформації і відповідних їм залишкових напружень),
розв’язок будуємо за допомогою методу прямого пошуку
на множині лінійних функцій ( ) bh =τ  шляхом підборуу
коефіцієнта b з метою досягнення мінімального відхи-
лення тензора залишкових напружень від заданого рівня.

На другому етапі, при охолодженні від температури
склування до натуральної температури, коли змінюються
тільки пружні деформації і відповідні їм напруження,
розв’язок знаходимо з використанням цього ж методу
(прямого пошуку) на  множині  лінійних функцій

( ) bah +τ=τ  шляхом підбору коефіцієнта a , для досяг-
нення мінімального відхилення тензора напружень від
допустимого рівня .

З використанням запропонованої методики побудо-
вано оптимальний режим охолодження за допомогою
температури навколишнього середовища ( )τct  скляногоо
порожнистого циліндра висотою 0,10 м, внутрішнім
радіусом 0,045 м, і товщиною 0,005 м за початкової
температури 850 0С, температури склування Tg=690 0C,
при коефіцієнті тепловіддачі 15α =  Вт/м2⋅К (за Q=0, q=0).
Порожнистий циліндр виготовлений зі скла С93 [1].

На рис. 1 показано (штриховою лінією) початковий
вибір функції керування, а на рис. 2 показаний відповід-
ний розподіл залишкових напружень в осьовому перерізі
циліндра (з врахуванням умов симетрії наведено половину
перерізу пустотілого циліндра) при заданому режимі охо-
лодження (штрихова крива). Оскільки рівень залишкових
напружень за абсолютною величиною не перевищує
допустимого (15 МПа) при заданому режимі охолоджен-
ня, є можливість мінімізувати відхилення рівня напружень
від допустимого шляхом пониження температури навко-
лишнього середовища до значення 340 0С (рис. 1, суцільна
лінія) при якому досягається рівень допустимих напру-
жень 15 МПа (рис. 2, суцільна лінія).

Порівнюючи отриманий результат з результатом в [1]
приходимо до висновку,  що при заданих умовах
охолодження оптимальні розв’язки збігаються. Збіг
оптимальних розв’язків є і на другому етапі охолодження.

Таким чином, для розглянутої задачі запропонована
числова методика поетапної параметричної оптимізації

Рис. 1
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режимів охолодження скляних тіл дає ті самі результати,
що й методика побудови оптимальних за швидкодією
режимів охолодження, яка запропонована в [1].

Рис. 2
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In the given work the problem of optimization of thermal cooling
modes of glass bodies of rotation for initial high temperatures is
formulated and solved at restrictions on control function (temperature
of a heater) and the stress-strain state in the body.
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