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У сучасних машинобудівних, будівельних аерокосміч-
них конструкціях все ширше застосовують шаруваті
композитні матеріали. Анізотропія фізичних властивостей
таких матеріалів дає змогу створювати раціональні конс-
труктивні елементи з прогнозованими технологічними
параметрами. Як правило, експлуатаційні режими наван-
таження таких конструкцій є нестаціонарними, зокрема
циклічними. Проектування шаруватих конструкцій з
анізотропними шарами потребує розроблення методів
розв’язування задач динамічного деформування
композитів.
На сьогоднішній день розроблено достатньо багато

аналітичних і наближених методів розрахунку елементів
конструкцій у двовимірній постановці. Ці методи можна
поділити на такі, що враховують або не враховують зсувні
деформації у шарах.
Для товстих анізотропних пластин, в яких не можна

знехтувати зсувними деформаціями, використовують
різні теорії зсувного деформування [1 — 4]. Ці теорії від-
різняються одна від одної видом функції, що апроксимує
зсувні деформації. Аналітичні розв’язки із застосуванням
таких теорій обмежуються елементами конструкцій
простої геометричної форми.
Розвиток числових методів  аналізу напружено-дефор-

мованого стану, зокрема методу скінченних елементів, дає
можливість уникнути гіпотез, які  спрощують постановку
задачі. Застосування методу скінченних елементів (МСЕ)
у тривимірній постановці дає можливість сформулювати
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АНАЛІЗ ВІЛЬНИХ КОЛИВАНЬ
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КОНСТРУКЦІЙ
Розглянуто числовий метод аналізу власних частот коливань шаруватих
конструкцій з анізотропними шарами. Для моделювання поведінки
конструкції розроблено новий шаруватий скінченний елемент.

шаруватий композит, власна частота коливань, метод скінченних елементів

задачу й отримати результат на основі просторової теорії
пружності. Для дослідження процесів динамічного
деформування конструкцій використовують просторово-
часові скінченні елементи з незалежною апроксимацією
полів переміщень за просторовими координатами і часом
[5, 6]. У шаруватих конструкціях, як правило, товщина
кожного шару значно менша від розмірів самої конструк-
ції. Скінченноелементне моделювання поведінки таких
конструкцій потребує або густої розрахункової сітки, або
розроблення нових скінченних елементів, що описують
цілий пакет шарів. Основною вимогою при розробленні
шаруватих скінченних елементів є забезпечення непе-
рервності функції переміщень і швидкостей на межі
поділу шарів.
Метою цієї статті є розроблення ефективної методики

дослідження процесів деформування шаруватих конс-
трукцій  на основі методу скінченних елементів у триви-
мірній постановці.
Постановка і розв’язання задачі.  Рівняння руху

деформованої конструкції можна вивести на основі
принципу Гамільтона:
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U T W dtδ − −∫ ,                            (1)

де U — енергія деформування; T — кінетична енергія
конструкції; W — робота зовнішніх сил.
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У скінченноелементному формулюванні рівняння
динаміки конструкцій мають вигляд
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где M — матриця мас; C —  матриця демпфування; K —
матриця жорсткості; u — вектор вузлових переміщень;
P — вектор вузлових сил.
Переміщення в межах скінченного елемента прийма-

ють у вигляді розкладу

{ } { }T i
k i ku N u= ,                            (3)

де i
ku  —  вузлові переміщення; iN  — функції форми.

Для апроксимації поля переміщень по об’єму скінчен-
ного шаруватого елемента використовують кусково
лінійні функції форми [7]

( ) ( )( ) ( )1 2 3 1 1 2 2 31 1 1
4i ( i ) ( i ) iN x ,x ,x x x x x x= + + ϕ ,        (4)

де jx  — місцеві координати скінченного елемента.
Для l-го шару апроксимація переміщень здійснюється

за допомогою функції
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де lh  — товщина l-го шару..
У межах кожного шару переміщення можна подати у

вигляді розкладу за степеневими функціями
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k ku w= ψ ,                              (6)

де ( ) ( ) ( ) ( )331 2
0

rp q ( k )
pqr

x xx x

p! q! r !

−
ψ = .

Функції форми та степеневі функції пов’язані співвід-
ношенням

{ } [ ]{ }N A= ψ .                               (7)

Компоненти тензора деформацій також можна подати
у вигляді розкладу

{ } ( ){ }T
ij ij ijeε = ψ ,                             (8)

Подамо коефіцієнти розкладу ije  тензора деформацій
ijε , що входять у (8), через коефіцієнти апроксимації
переміщень kw  (6):

{ } { }k
ij ij ke D = ω  .                          (9)

Закон стану шару приймемо лінійним:

ij ijnm
nmCσ = ε .                             (10)

Матрицю жорсткості скінченного елемента обчислимо
для початкового моменту часу за формулою
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Матрицю мас обчислимо за формулою
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де ρ — густина матеріалу.
Матрицю демпфування обчислимо за формулою

[ ] [ ] { } { } [ ]
СЕ

T T

V
C A A dv= ψ µ ψ∫∫∫ ,                (13)

де µ — коефіцієнт в’язкості.
Для розв’язання задач динаміки використовують  різні

підходи. Одним з них є метод розкладання функції пере-
міщень за гармонійним функціям. У цьому випадку дифе-
ренціальні рівняння перетворюються на алгебричні
рівняння. Власні частоти коливань конструкції можна
отримати як розв’язок рівняння

[ ] [ ] [ ]( ){ }2 0M C K uω + ω + = .                (14)

У більшості випадків впливом демпфування на час-
тоти і форми власних коливань можна знехтувати. Тоді
рівняння для обчислення власних частот має вигляд

[ ] [ ]( ){ }2 0M K uω + = .                     (15)

Для розв’язання повної проблеми власних чисел
можна використати різні методи, однак найбільшу прак-
тичну цінність мають нижні значення власних частот.
У тих випадках, коли матриця жорсткості має великий

порядок, раціональнішим є використання наближених
методів обчислення мінімальних власних значень. Одним
з таких методів є степеневий алгоритм [8]

[ ]{ } [ ]{ }1( n ) ( n )K u M u+ = .                   (16)

Вектор початкового наближення обирається з враху-
ванням кінематичних обмежень, що накладено на
конструкцію.
Мінімальне власне значення можна отримати завдяки

ітераційній процедурі
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При цьому відповідна форма вільних коливань має
значення
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{ } { }0 ( n )u u≈ .                           (18)

Використовуючи М-ортогональність власних векторів,
можна скоротити порядок системи рівнянь та обчисли
наступне власне значення.

Задача 1. Розглянемо задачу про власні частоти
коливань квадратних багатошарових композитних плит
(a×a) в умовах шарнірного спирання. Плита складається
з ортогонально армованих шаруватих композитів. Задачу
розв’яжемо за допущення, що товщина і властивості мате-
ріалу всіх шарів однакові. Фізичні характеристики шарів
задовольняють такі  співвідношення:

6,0213212 == EGEG ; 5,0223 =EG ; 12 12 0 25,ν = ν = .

Для порівняння результат обчислення подано у
безрозмірній формі

2

2

a
h E

ρ
ϖ = ω .

У табл. 1 наведено безрозмірну нижню власну частоту
ϖ  для плити, що складається з чотирьох шарів з ортого-
нальним армуванням і вкладанням 0 90 90 0/ / / 

 
o o o o  для

різних розмірів та різних співвідношень 1 2E E .
Для порівняння наведені результати інших авторів,

отримані на основі теорій зсувного деформування для
шаруватих пластин.
У табл. 2 наведені результати розв’язків для тришаро-

вої квадратної плити з вкладанням  [ ]ooo 0/90/0 . Харак-
теристики матеріалу:

2521 =EE , 5,0213212 == EGEG ,
 2,0223 =EG ,  25,01212 ==νν .

Висновки. У статті отримано числовий розв’язок
задачі власних частот коливання на основі запропо-
нованого просторового скінченного елемента, що моде-
лює поведінку шаруватого композиту. Результати добре
узгоджуються з результатами розрахунків за різними тео-
ріям деформування шаруватих плит. При цьому викорис-
тання запропонованої методики скінченноелементного
розв’язування задачі дає змогу уникнути використання
різних гіпотез про врахування зсувних деформацій у шарі.
Застосування числової методики не обмежується

формою конструкції і не потребує зменшення розмірності
задачі, що свідчить про достатню універсальність
запропонованого підходу.
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The numerical method of analysis of free vibration frequency
of laminated construction with anisotropic layers is considered. The
new laminated f inite element for modeling of behavior of
constructions is developed.
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