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Коливні процеси, які відбуваються в одновимірних
пружних чи гнучких тілах (пристрої буріння, різнопланові
системи транспортування — найрізноманітніші конвеєрні
лінії та установки, підвісні дороги тощо), які характе-
ризуються сталою чи змінною швидкостями руху, розгля-
дались, наприклад, у працях [1 — 3]. Використовуючи
різні підходи дослідження (аналітичні, експериментальні)
у цих працях відзначено істотний вплив швидкості,
фізико-механічних характеристик матеріалу, періодичних
сил на амплітудно-частотну характеристику коливань.
Проте розглянуті у вказаних працях підходи дослідження
простотою не відзначаються або заздалегідь у них накла-
даються обмеження на крайові умови, що певним чином
звужує межі використання методик при розв’язуванні
багатьох прикладних задач.

Метою цієї статті є узагальнення методики аналітич-
ного дослідження динамічних процесів рухомих неліній-
них механічних систем [4, 5] на складніші системи. В її
основу покладено ідею подання динамічного процесу в
одновимірних механічних системах з поздовжнім рухом
у вигляді накладання хвиль різних довжин, проте одна-
кових частот. Такий підхід має обґрунтовану фізичну
інтерпритацію і не суперечить методу Д’Аламбера побу-
дови розв’язків рівнянь гіперболічного типу.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ
КОЛИВАНЬ ОДНОВИМІРНИХ ТІЛ
ПРИ ЇХ ПОЗДОВЖНЬОМУ РУСІ
Узагальнено методику дослідження нелінійних коливань одновимірних тіл,
які характеризуються сталою швидкістю поздовжнього руху, на нові класи
їхніх математичних моделей. Вона базується на ідеї подання процесу в
об’єктах дослідження у вигляді накладання хвиль різних довжин однакових
частот і асимптотичних методах Крилова-Боголюбова-Митропольського
(КБМ).

хвильовий процес,  дисперсійні  співвідношення,  амплітудно-частотна
характеристика, асимптотичні методи

Постановка задачі. Математичною моделлю дина-
мічних процесів одновимірних систем, які характери-
зуються сталою швидкістю руху за умови найпростіших
законів взаємодії із зовнішнім середовищем, є диферен-
ціальне рівняння

( ) ( )txxxxttt u,u,ufuuVVuu ε=γ+−α−+ 222 ,          (1)

в якому ( )t,xu  — переміщення перерізу рухомої частини
механічної системи з координатою x  у довільний момент
часу t ; γα,  — сталі, які виражаються через фізико-меха-а-
нічні й кінематичні параметри тіла і описують характер
взаємодії із середовищем; V  — швидкість поздовжньогоо
руху; ( )tx u,u,uf  — функція, яка враховує нелінійно пруж-
ні властивості матеріалу тіла, а також вплив сил опору і
дисипативних сил на динаміку процесу ( ε  — малий пара-
метр). Для вказаного рівняння розглянемо крайові умови:

( ) ( ) 00 ==
== lxx t,xut,xu ,                        (2,а)

( ) ( ) 0
0

==
== lxxxx t,xut,xu ,                     (2,б)

які еквівалентні умовам відсутності поперечних перемі-
щень тіл у фіксованих точках (крайові умови (2,а)) чи
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способу входження у вказані точки (крайові умови (2,б)).
Зазначимо, що рівняння (1) досліджували для випадку

0=γ (без врахування взаємодії із зовнішнім середо-
вищем) у [4, 5], а для випадку 0=V  (воно має назвуу
рівняння Клейна — Гордона) — у [6], і воно з достатньою
точністю відображає динамічні процеси у сипких середо-
вищах при їх вібротранспортуванні [7].
Методика дослідження.  З врахування того, що ε  є

малим параметром, для побудови розв’язку крайових
задач для рівняння (1) використаємо основну ідею
побудови асимптотичних наближень диференціальних
рівнянь, які містять малий параметр у правій частині [8].
Проте, на основі використання класичних методів Фур’є
чи Д’Аламбера не вдається отримати навіть розв’язок
незбуреного ( 0=ε ) лінійного рівняння, яке відповідає (1).
Тому, розвиваючи загальну ідею праць [4, 5], розв’язок
крайових задач для рівняння (1) шукатимемо у вигляді
асимптотичного ряду

( ) ( )1u x,t C cos x t= κ + ω + ϕ +

( ) ( )2
1

i
i

i
C cos x t U a,x,

=
+ χ − ω + ψ + ε φ∑             (3)

де, ( )ϑ,x,aU i  — π2 -періодичні за ϑ  функції, які задо-
вольняють умови, що випливають з (2,а) чи (2,в), а

,a ϕ , ψ , ωχκ ,, , 1C , 2C  — сталі, зміст і вигляд яких будеуде
встановлено нижче.

Незбурене рівняння. Для встановлення зв’язку між
параметрами ϕ , ψ , ωχκ ,, , 1C , 2C , які описують коливан-ан-
ня лінійної моделі процесу, розглянемо незбурене рівнян-
ня, що відповідає (1). Воно дає змогу отримати диспер-
сійні співвідношення такого вигляду:

( ) ,VV 022222 =γ+κω−ω−κ−α

( ) 022222 =γ+χω+ω−χ−α VV .                (4)

Додаткові умови, які дають можливість знайти зв’язок
між шуканими параметрами, знаходимо з крайових умов,
які будуть виконуватись за таких тотожностей:

( ) ( ) ,tcosCtcosC 021 ≡ψ−ω+ϕ+ω

( ) ( ) 021 ≡ψ+ω−χ+ϕ+ω+κ tlcosCtlcosC   (5,а)

— для випадку крайових умов (2,а) і

( ) ( ) ,tsinCtsinC 021 ≡ψ−ωχ−ϕ+ωκ

( ) ( ) 021 ≡ψ+ω−χχ+ϕ+ω+κκ tlsinCtlsinC     (5,б)

— для випадку крайових умов (2,б).
З дисперсійних співвідношень (4) і тотожностей (5,а)

чи (5,б) знаходимо хвильові числа прямої та відбитої
хвиль, тобто χκ, , їхню частоту ω :
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а також зв’язок між початковими фазами ψ−=ϕ  таа
амплітудами вказаних хвиль: aCC =−= 21  — для крайо-

вих умов (2,а); aCC =
χ
κ

= 12  — для крайових умов (2,б).

З урахуванням отриманого, одночастотний хвильовий
процес незбуреного рівняння (1) для випадку крайових
умов (2,а) чи (2,б) описується відповідно залежностями:
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На рис. 1 і рис. 2 наведені залежності частоти коливань
і хвильових чисел від швидкості руху тіл.
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Рис. 2. Залежність хвильових чисел прямої та відбитої хвиль
поздовжнього руху тіла від швидкості руху

Рис. 1. Залежність частоти коливань від  швидкості
повздовжнього руху
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Збурене рівняння. Якщо для незбуреного випадку пара-
метри a  і ϕ  є сталими, то наявність різного роду нелі-
нійних сил порушує, взагалі кажучи, це твердження, тобто
для незбуреного випадку параметри a  і ϕ  будуть вжеже
змінними величинами. Існує декілька гіпотез щодо
характеру їх зміни. Так для «довгих» систем вважається,
що амплітуда і фаза хвиль є функціями обидвох незалеж-
них змінних. Такий підхід при дослідженні хвильових
процесів одновимірних систем розглядався у [9]. Дещо
простіший підхід (для «коротких» систем) розглянуто в
[4, 5], де вважалося, що вказані параметри змінюються
лише в часі. Нижче розгянемо саме цей випадок. Відпо-
відно до основної ідеї асимптотичних методів КБМ [10,
11] закони зміни в часі амплітуди і частоти процесу можна
задавати за допомогою диференціальних рівнянь виду

( ) ( ) ...,aAaAa +ε+ε= 2
2

1&  ( ) ( ) ...,aBaB +ε+ε=ϕ 2
2

1&     (8)

в яких праві частини, тобто функції ( )aA1 , ( )aA2 , ...,
( )aB1 , ( )aB2 , ... визначаються так, щоб асимптотичне

подання (3) з потрібним ступенем точності задовольняло
вихідне рівняння (1). Диференціюючи (3), з врахуванням
вказаного вище, отримуємо:

( ) ( ) ( )( )φ+χδ−φ+κω−= xcosxcosat,xutt
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де ϕ+ω=φ t , 1=δ  — для крайових умов (2,а) і δ = κ χ
— для крайових умов (2,б).

Підставляючи (9), (3), з врахуванням (8), у вихідне
рівняння (3), після зрівнювання коефіцієнтів при одна-

кових степенях ε  отримуємо диференціальне рівняння,
яке зв’язує невідомі функції ),x,a(U φ1 , ( ),aA1  ( )aB1 :

( ) ( ) +
∂

φ∂
−α−

φ∂∂
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ω+
φ∂

φ∂
ω 2

1
2

221
2

2
1

2
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x
),x,a(UV

x
),x,a(UV,x,aU

( ) ( ) ( )( )+φ−φ∆+φ=φγ+ sinaBcosaAx,x,af),x,a(U 11111

( ) ( )( )φ+φ∆ sinaBsinaAx 112 ,                   (10)

де ( ) ( ) ( ) xsinVxsinVx χχ−ω+κκ+ω=∆1 ,

 ( ) ( ) ( ) xcosVxcosVx χχ−ω−κκ+ω=∆2 ,

( )φ,x,af1 = 
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ).xsinxsinatu
,xsinxsinaxu

,xcosxcosautx u,u,uf
φ−χ+φ+κω−=

φ−χχ−φ+κκ−=
φ−χ−φ+κ=

— для крайових умов (2,а) і

( ) ( ) xsinVxsinVx χ







χ
ω

−κ+κκ+ω=∆1 ,

( ) ( ) xcosVxcosVx χ







χ
ω

−κ−κκ+ω=∆2 ,

( )φ,,1 xaf = 
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ).xsinxsinatu
,xsinxsinaxu

,xcosxcosau
tx u,u,uf

φ−χ+φ+κω−=
φ−χχ−φ+κκ−=

φ−χ−φ+κ=

— для крайових умов (2,б).
Аналогічного вигляду отримуються і рівняння для

другого й наступних наближень з тією лише різницею,
що функції ( )φ,x,af2 , ( )φ,x,af3 , ... мають складніший
вигляд. Для однозначного визначення функцій, які
описують закони зміни в часі параметрів a  та φ , накла-
демо на функції ( )φ,x,aU1 , ( )φ,x,aU2 ,... додаткові умови,
а саме: вказані функції не повинні містити у розкладах
доданків, пропорційних головним гармонікам часової
змінної. Вказане буде виконуватись, якщо справедливі
співвідношення:

( ) .dcos,x,aU 0
2

0
1 =φφφ∫

π

  ( ) .dsin,x,aU 0
2

0
1 =φφφ∫

π

   (11)1)

З диференціального рівняння (10), враховуючи (11),
отримуємо залежності, які визначають закони зміни
амплітудно-частотної характеристики:

( )
( ) ( )[ ]

( ) ( ){
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∫ ∫
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+φ∆φ
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2
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11
221

2

Для визначення невідомої функції ( )φ,x,aU1  її, а такожж
відому функцію ( )φ,x,af1  подамо у вигляді рядів Фур’є:

( ) ( ) ( ) ( )φ=φ ∑ ∑
≠ ≠

inexpxXaU,x,aU m

km
m

kn
n

mn11 ,      (13)
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( ) ( ) ( ) ( )φ=φ ∑ ∑
≠ ≠

inexpxXaf,x,af m

km
m

kn
n

mn11 ,      (14)

де ( )af mn1  — відомі коефіцієнти розкладу функції
( )φ,x,af1 , тобтоо

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1
0 0

1 l

mn mf a f a,x, X x exp in d dx
l

π

= φ − φ φ
π ∫ ∫ ,

а ( )aU mn1  — невідомі коефіцієнти; ( ){ }xXm  — відомама
повна система функцій, яка вибирається так, щоб викону-
вались крайові умови (2,а) чи (2,б). Найпростіше за сис-

тему функцій ( ){ }xXm  вибрати функції 






 π x

l
msin  для

крайових умов (2,а) і 






 π x

l
mcos  — для умов (2,б).

Підставляючи (13) і (14) у рівняння (10), з врахуванням
умов,  накладених на  невідому функцію ( )φ,x,aU1 ,
отримуємо

( ) ( )
( ) γ+−α+ω−ω

= 2222
1

1 2 mVniVmn
afaU mn

mn .          (15)

На рис. 3, рис. 4, використовуючи викладену методику
і числове інтегрування рівнянь у стандартному вигляді
(12), подані закони змін в часі амплітуди коливань і
частоти коливань одновимірних пружних чи гнучких тіл,
що перебувають у поздовжньому русі для випадку:

( ) ( )2
xxxttx uuuu,u,uf β+δ= .

Наведені залежності показують, що по-перше, амплі-
тудно-частотна характеристика коливань одновимірних
пружних чи гнучких тіл, що перебувають у поздовжньому
русі, істотно залежить як від нелінійних сил, так і від
швидкості поздовжнього руху; по-друге, за швидкості поз-
довжнього руху α=V  відбувається зрив коливань у нелі-
нійній моделі процесу; по-третє, значення критичної
швидкості за якої відбувається зрив коливань у нелінійній

моделі процесу залежить не тільки від фізико-механічних
характеристик системи, але й від амплітуди коливань.
Наведені результати особливо актуальні при дослідженні
впливу періодичних збурюючих сил на процес коливань.
Висновки. Як видно з результатів проведених дослід-

жень і отриманих графічних залежностей, у таких нелі-
нійних задачах частота коливань одновимірних тіл нелі-
нійно зменшується зі збільшенням швидкості їх поздов-
жнього руху, а амплітуда коливань стабілізується і змен-
шується в часі після початку руху тіла.

Розроблена методика дослідження динамічних про-
цесів тіл, які характеризуються сталою швидкістю поз-
довжнього руху, в основі якої лежить хвильова теорія руху
та отримані розрахункові формули можуть бути базою для
дослідження динамічних процесів ширкого класу елемен-
тів машин. Її можна застосовувати (після нескладних
доопрацювань) і для дослідження коливань сипких сере-
довищ при їх вібротанспортуванні чи сепарації. Особливо
актуальними результати, отримані у статті, можуть бути
при дослідженні впливу періодичних збурень, зокрема
резонансних явищ, які можуть виникати як небажані під
час експлуатації машин, механізмів, пристроїв, що мають
у своєму складі рухомі одновимірні тіла.
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Generalized method of research of nonlinear vibrations of
unidimensional bodies which are characterized the permanent rate
of longitudinal movement, on new classes them mathematical
models. It is based on the idea of presentation of process in the
objects of research as imposition of waves of different lengths of
identical frequencies and asymptotic  methods of Krilova-
bogolyubova-mitropol’skogo (KBM).
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The topics discussed during the colloquim are:

• experimental complementarities between TEM, SEM with EBSD, AFM and new opportunities offered by kinematic
and/or thermal full-field measurements and acoustic emission at micrometric scales which enable the study of the forerunner
signs of fatigue damage.

• numerical tools including Polycrystalline grain modelling and Discrete Dislocation Dynamic which are of great interests
in crystalline plasticity for the definition of multiscale fatigue criteria.

• multiscale fatigue criteria and structural computations
The application of these models and techniques will be illustrated on different fatigue contexts: isothermal or non-isothermal,

uniaxial or multiaxial loadings, contact and/or fretting fatigue, constant or variable amplitude loadings. Within the topics, a
special attention will be accorded to complex cyclic loadings as well as to new metallic materials and/or structures.
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