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Однією з актуальних проблем сучасного машинобу-
дування є забезпечення потрібної довговічності й робочої
здатності елементів конструкцій і деталей машин, які
функціонують в агресивних середовищах, підвищених
рівнях температур і механічних навантажень. На практиці
для розв’язання цієї проблеми (як один зі способів) вико-
ристовують одно- та багатошарові покриття.
Широке розповсюдження технології високотемпера-

турного напилення викликає потребу в розробленні й
удосконаленні, поряд з експериментальними, методів
теоретичного дослідження і розрахунку раціональних
режимів нанесення багатошарових покриттів. Якість
напилених шарів, міжшарова адгезія і міцність зчеплення
багатошарового покриття з основою здебільшого визна-
чаються розподілом температури  в системі основа-
покриття. Температурне поле в момент утворення суціль-
них шарів напиленого покриття є одним з головних чин-
ників, що впливає на формування залишкових напружень
і деформацій у таких системах. При цьому режими нагрі-
вання й охолодження здійснюються при високих темпе-
ратурах, коли істотну роль у теплообмінних процесах
відіграють випромінювання, вимушена і вільна конвекція.
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НЕЛІНІЙНА КРАЙОВА ЗАДАЧА
РАДІАЦІЙНО-КОНВЕКТИВНОГО
ТЕПЛООБМІНУ ТІЛ З
БАГАТОШАРОВИМИ ПОКРИТТЯМИ
Отримано узагальнені нелінійні граничні умови опису процесу радіаційно-
конвективного теплообміну елементів конструкцій з робочим середовищем
через тонке високотемпературне багатошарове покриття. Подано
розрахункові варіанти узагальнених граничних умов для плоскої основи з
багатошаровим покриттям. Сформульовано відповідну нелінійну крайову
задачу теплопровідності.

багатошарове покриття, радіаційно-конвективний теплообмін, операторний метод,
узагальнені нелінійні граничні умови

Процес високотемпературного нанесення покриття
розділяється на певні технологічні етапи [2]: підготовка
поверхні, безпосереднє нанесення покриття, подальша
термообробка виробу з покриттям. Формування покриття
відбувається при складних, різноманітних і взаємозв’я-
заних явищах. На кожному з характерних етапів, для
теоретичного визначення розподілу температури, слід
формулювати й розв’язувати відповідні задачі теплопро-
відності, які є істотно нелінійними. Тому для іх розв’язу-
вання застосовують наближені числові методи.
Деякими авторами запропоновані різні підходи [3, 4,

10, 16, 17], які дають можливість брати до уваги малість
товщини покриття відносно товщини основи при розра-
хунку температури в системі тіло – покриття. Одним з
ефективних способів врахування малості товщини
покриття є моделювання впливу покриття спеціальними
граничними умовами [1, 2, 5, 8, 9, 11, 13-15, 18]. Підхід
ґрунтується на моделюванні покриттів фізичними поверх-
нями з відповідними теплофізичними характеристиками.
Він дає змогу зводити розв’язування крайової задачі
математичної фізики для неоднорідного тіла до однорід-
ного, але з узагальненою межею, вздовж якої параметри
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вже однорідного тіла повинні задовольняти певні усклад-
нені нелінійні граничні умови, що враховують вплив
тонких багатошарових покриттів на процес радіаційно-
конвективного теплообміну з робочим середовищем.
У цій статті, на підставі розроблених авторами модель-

них підходів [2, 13, 14, 18], побудовано узагальнені
нелінійні граничні умови радіаційно-конвективного
теплообміну основи (підкладки) з робочим середовищем
через багатошарове високотемпературне покриття. Отри-
мані співвідношення відповідають третьому характер-
ному етапу виготовлення виробів з багатошаровими
покриттями [2] і будуть використані при побудові матема-
тичної моделі термомеханічних процесів при високотем-
пературному нанесенні багатошарових покриттів для
дослідження й розрахунку температурних полів, залиш-
кових напружень і деформацій у таких системах з метою
теоретичного прогнозування і покращання експлуатацій-
них параметрів конструкційних елементів з покриттями.
Постановка проблеми. Досліджуваний об’єкт — тіло

з нанесеним способом високотемпературного напилення

багатошаровим покриттям товщиною 
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=
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покриття сформовані з різних ортотропних матеріалів.
Багатошарове покриття розглядається як тонка оболонка,
віднесена до змішаної системи координат , ,α β γ , які є
лініями головних кривин поверхні поділу основа-
покриття S і нормаллю до неї (рис. 1).
Рівняння теплопровідності для і-го шару подамо так

[7, 12]:
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На поверхнях контакту між шарами покриття і
покриття з основою існують умови ідеальної теплової
взаємодії:
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а на межі покриття-середовище відбувається радіаційно-
конвективний теплообмін:
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Тут τ  — час; ,  ,  i П CT T T  — абсолютні температури i-гоо
шару покриття, підкладки (основи) і робочого середовища
відповідно; ,  i iA B  — коефіцієнти першої фундаменталь-
ної квадратичної форми поверхні поділу i-го та i-1-го
шарів ( 2,..., )i n=  та поверхні поділу основа – багатоша-
рове покриття ( 1)i = ; 1 2,  i ik k – кривини координатних
ліній; iδ  – товщина i-го шару; ,  ,  ,  i i i i

α β γλ λ λ ω  – коефі-
цієнти теплопровідності вздовж напрямів , ,α β γ  і об’ємні
теплоємності; 0σ  – стала Стефана-Больцмана; χ – коефі-
цієнт теплообміну між поверхнею покриття і робочим
середовищем; ,  cε ε  – ступені чорноти зовнішньої поверх-
ні покриття і робочого середовища.
Індексами i, П та С позначено величини, що стосу-

ються i-го шару покриття, підкладки та робочого
середовища.
Узагальнені нелінійні граничні умови. Замість

температури iT  вводиться заміна [7, 18]
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Для визначення iθ  отримаємо рівняння
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з початковою умовою

0exp( ) ,    при =0,   1,...,i i ik T i nθ γ τ= =               (7)

та умовами ідеального теплового контакту:

( )1 1 1exp ,i i i i ik kθ γ θ− − −= −                        (8)

( )1 1expi
i i i i i ik k kγ θ

λ θ γ
γ − −

∂ 
− = − ×    ∂ 

1
1 1 1 1      при ,  2,..., ;i

i i i i ik i nγ θ
λ θ γ γ

γ
−

− − − −

∂ 
× − = = ∂ 

   (9)

1
1 1 1 1 0,       при П

П П
TT kγ γθ

θ λ θ λ γ γ
γ γ

∂ ∂ 
= − = = ∂ ∂ 

.    (10)

Гранична умова (4) матиме такий вигляд:
Рис. 1



ISSN 1729-4959. Машинознавство, 2010, №5 (155)   23

( )expn
n n n n n nk k Tγ θ

λ θ χ γ θ
γ

∂ 
− = − +    ∂ 

С

( ) ( )4 4
0 exp exp 3   при .n n n n n nk T kεσ γ ε γ θ γ γ + − − = С С  (11)

Введемо позначення для температур та їхніх похідних
на межах поділу суміжних шарів покриттів:
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Використовуючи операторний метод [6, 7], загальний
розв’язок рівняння (6) подамо як розв’язок звичайного
диференціального рівняння
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Підставляючи (12) в умови (8) — (10), отримаємо такі
рекурсивні співвідношення для температур та їхніх
похідних на поверхнях поділу шарів покриття:
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Подання для температури та її похідної через значення
температури та її похідної на поверхні поділу покриття з
основою має вигляд
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Тоді з (13) і (14) отримаємо такі рекурентні співвід-
ношення:
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Підставляючи (14) при i n=  в умову радіаційно-
конвективного теплообміну (11), отримаємо на поверхні
поділу покриття – основа  S
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Початкова умова (7) задовольняється інтегрально:
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Оскільки співвідношення (17), (21) пов’язують

граничні значення ПT  та її похідної ПT
γ

∂
∂

 у підкладці зі

значенням температури  ТС у середовищі, то їх можна
трактувати  як узагальнені граничні умови для визначення
температури в тілі, які враховують вплив багатошарового
покриття на протікання процесу теплопереносу.
Якщо радіаційний теплообмін не враховувати, з (17)

можна отримати узагальнені граничні умови конвектив-
ного теплообміну основи з середовищем через багато-
шарові покриття, наведені в [13, 18].
Розрахункові варіанти узагальнених нелінійних

граничних умов. З метою ілюстрації вигляду граничних
умов (17), (21) для практично важливих випадків розгля-
немо процес радіаційно-конвективного теплообміну
плоскої основи з робочим середовищем через плоске
багатошарове покриття  ( 0,  1,...,ik i n= = ).
Для достатньо тонких покриттів умови (17), (21)

можна істотно спростити, розкладаючи в ряд за степенями
малих товщин iδ  відповідні доданки та нехтуючи чле-
нами, які містять m s

k lδ δ  при 2m s+ > .
Такі узагальнені граничні умови матимуть вигляд:

( )1 2 1 2Q Q Q  T 1 Q П
П П

TH
H

γ χ
χ λ

γ
∂ − + − + − +     ∂ 

( ) ( )( )1 2  ( ) Q QП
m

m
T T C mχ εσ

=


+ − − − − − ×


∑
4

0 4
0

1 4C

( )γλ ε
γ

−
 ∂ × − = ∂   

C C
-1 4 4   0

m
m m П

ПП
T

H T T ,     (22)

1
1/2 00

1 1 0

TT ,П
П П

n n

i i i
i i

H tγ
τ

τ
δ δ λ δ

γ
−
−=

= = =

∂ 
+ = ∂ 

∑ ∑   (23)

де  
τ

−

=

 ∂
= ∆ − Ω  ∂ 

∑ %1
1

1

Q
n

i
i

H ,

τ
−
−

=

∂ = ∆ − Ω ∂ 
∑ %1

2 1/2
1

Q
n

i i i
i

H .

Тут введені такі позначення:
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Якщо ж у (17), (21) обмежитись лише лінійними
членами, отримаємо
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Постановка нелінійної крайової задачі теплопро-
відності.  Отже, для визначення розподілу температури
в системі тіло – багатошарове покриття на третьому харак-
терному технологічному етапі [2] (охолодження, нагрі-
вання, термоциклювання) слід формулювати відповідну
нелінійну крайову задачу теплопровідності, яка вклю-
чатиме в себе:

1. Рівняння теплопровідності в основі, вигляд якого
конкретизується в залежності від геометрії підкладки.

2. Початковий розподіл температури в основі, який
відповідає моменту початку кристалізації покриття з
одночасним виникненням в останньому залишкових
напружень і деформацій.

3. Узагальнені нелінійні граничні умови (17), (21)
опису радіаційно-конвективної взаємодії підкладки з
робочим середовищем через багатошарове покриття, які
для випадку плоскої основи мають вигляд (22), (23) чи
(24), (25).

4. Відповідні граничні умови теплової взаємодії
вільної поверхні основи з робочим середовищем.
Висновок. З використанням операторного методу

отримано узагальнену нелінійну граничну умову радіа-
ційно-конвективної взаємодії основи з робочим середо-
вищем через багатошарове тонке покриття. Подано розра-
хункові варіанти таких граничних умов для випадку
плоскої системи підкладка – багатошарове покриття.
Сформульовано відповідну нелінійну крайову задачу
теплопровідності для визначення температурного поля в
системі тіло – покриття.
Отримані результати мають прикладне значення і в

подальшому будуть використані для розрахунку й дослід-
ження залишкового термонапруженого стану елементів
конструкцій, деталей машин та обладнання з багатоша-
ровими покриттями, що функціонують у різноманітних
умовах експлуатації (підвищені температурні та механічні
навантаження, агресивні середовища тощо).
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Nonlinear boundary value problem of radiative-convective
heat exchange of bodies with multilayer coatings
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Generalized nonlinear boundary conditions for description of
the process of radiative-convective heat exchange of construction
elements with working environment via a thin high-temperature
multilayer coating have been obtained. Calculation variants of
generalized boundary conditions for a plane substrate with multilayer
coatings have been presented. The appropriate nonlinear boundary
value problem has been formulated.
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