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Вступ. Проблема довговічності трубчастої мембрани
реактора для отримання синтетичного газу займає важ-
ливе місце серед питань, що виникають в процесі вироб-
ництва нових альтернативних джерел енергії [1— 4].
Синтетичний газ є проміжним хімічним продуктом при
виробництві палива, який отримують з метану. Вироблене
таким способом паливо має високий октановий індекс і є
більш дешевим та чистим, оскільки не має домішок мета-
лів та інших речовин.
У мембранних матеріалах, що відносяться до перовсь-

кітоподібної кераміки, окрім температурного розши-
рення, присутнє хімічне розширення. Це розширення дає
додатковий вклад у загальне розширення при високих
температурах. Цей феномен може бути пояснений, якщо
взяти до уваги, що перовськітоподібні матеріали повинні
містити високу концентрацію дефектів кисню. Зменшення
кисню в перовськітоподібному матеріалі буде призводити
до розширення одиничних елементів та послаблення
іонних зв’язків. Пониження тиску кисню буде також
призводити до зростання хімічного розширення. Таким
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ДИФУЗІЙНІ НАПРУЖЕННЯ В
ТРИШАРОВІЙ ТРУБЧАСТІЙ
МЕМБРАНІ ДЛЯ ВИРОБНИЦТВА
СИНТЕТИЧНОГО ГАЗУ
Розглянуто задачу дифузії вакансій кисню у тришаровій трубчастій мембрані
реактора для виробництва синтетичного газу, моделлю якої є нескінченно
довгий товстостінний складений циліндр. Отримано аналітичний розв’язок
для визначення концентрації вакансій кисню та дифузійних напружень у
припущенні плоскої деформації. Розроблено метод числового розв’язування
задачі визначення напружено-деформованого стану трубчастої
багатошарової мембрани, що знаходиться під дією температурного поля
та піддається хімічному розширенню. Розглянуто приклад розрахунку НДС
тришарового циліндра.

тришарова трубчаста мембрана, температурне та хімічне розширення, дифузійні
напруження

чином, під час роботи мембрана знаходиться під дією
градієнту вакансій кисню та піддається хімічно обумов-
леному деформуванню вздовж товщини. Це призводить
до виникнення хімічно обумовлених напружень, які в
кінцевому рахунку можуть призвести до розриву мем-
брани. Хімічно обумовлені (або дифузійні) напруження
залежать від зміни концентрації вакансій кисню в мемб-
рані під час її роботи, величини хімічного розширення
для заданого ступеня концентрації вакансій кисню, та
геометрії мембранної системи [5].
Слід зауважити, що в сучасній літературі відсутні

дослідження зв’язку між концентрацією вакансій кисню
та рівнем дифузійних напружень у тришаровій трубчастій
мембрані як функцій часу з урахуванням поверхневого
масопереносу. Проблема точного визначення хімічно
наведених напружень у киснево-транспортних мембранах
залишається відкритою [6].

1. Задача дифузії. Тришарова трубчаста мембрана
реактора розглядається як нескінченно довгий порожній
циліндр, складений з трьох вкладених циліндрів, що
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мають спільну вісь, з радіусами контурів 3210 rrrr <<< .
Складові частини циліндра жорстко зчеплені між собою.
Концентрація  вакансій кисню ( ) ( )t,rCt,rCC j== ,

( )jj r;rr 1−∈  ( 31,j = ) припускається залежною тільки від
радіальної координати r і часу t. Вакансії кисню мігрують
із внутрішньої поверхні мембрани 0rr = , що контактує з
газом, до її зовнішньої поверхні 3rr = , що контактує з
повітрям.
Концентрація вакансій кисню в кожному шарі

задовольняє диференціальне рівняння Фіка другого роду:
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, ( )jj r;rr 1−∈ , 31,j = , 0>t   (1)

за такими початковими, граничними умовами та умовами
контакту шарів мембрани:

( ) 0211 0 CRR,rC = , ( )10 r;rr ∈ ,

( ) 022 0 CR,rC = , ( )21 r;rr ∈ ,

03 0 C),r(C = , ( )32 r;rr ∈ ;                      (2)

( )inCC
r

CD −β−=
∂

∂
− 1

1
1 , 0rr = , 0>t ,

( ) outCt,rC =33 , 0>t ;                         (3)

( ) ( )t,rCRt,rC 12111 = , 0>t ,

( ) ( )t,rCRt,rC 23222 = , 0>t ,
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де jD ( )31,j =  – хімічні коефіцієнти дифузії в j-му шарі,
jR ( )21,j =  – деякі константи, 0C  – початкове значення

концентрації вакансій кисню, β  – хімічний коефіцієнт
поверхневого масопереносу, outC  – значення концен-
трації вакансій кисню на зовнішній поверхні циліндра,

inC – значення концентрації вакансій кисню в рівновазі
на внутрішній поверхні.
Отримаємо аналітичний розв’язок початково-крайової

задачі дифузії (1) – (4). Застосовуючи перетворення Лап-
ласа до обох частин рівнянь (1), спочатку отримаємо
допоміжні рівняння відносно зображень ( )p,rC j , 31,j = :
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де jj D/pq =2 .
Зображення умов (4) мають вигляд:

( )p/CC
r

CD in−β−=
∂

∂
− 1

1
1 , ,rr 0=  0>p ,

211 CRC = , 1rr = , 0>p ,

322 CRC = , 2rr = , 0>p ,

p/CC out=3 , 3rr = , 0>p ,
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j
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Введемо такі функції:

p
CRRCC* 021

11 −= , 
p
CRCC* 02

22 −= ,

p
CCC * 0

33 −= .                               (5)

Функції ( )p,rC *
j  ( )31,j =  задовольняютьть рівняння
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і зображення граничних умов:
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** CRC 211 = , 1rr = , 0>p ,
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p
CC

*
out* =3 , 3rr = , 0>p ,
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де 021 CRRCC in
*
in −= , 0CCC out

*
out −= .

Розв’язки рівнянь (6) шукаємо у вигляді

( ) ( )rqKBrqIAC jjjj
*
j 00 += , 31,j = .           (8)

Тут і в подальшому ( )zIν  і ( )zKν  – функції Бесселя уяв-
ного аргументу ν -го порядку першого і другого роду,,
відповідно. Константи jA  і jB  підбираються так, щоб
функції *

jC  задовольняли умови (7). Підставляючи (8) у
(7) і розв’язуючи систему рівнянь відносно jA  і jB , оста-а-
точно отримаємо:

( ) ( )( ) ( )[{ −β
∆

= rqIf,fp,f,fpPC
p

C *
in

*
103112411

1

( ) ( )( ) ( )]−− rqKf,fp,f,fpP 10312242

( ) ( )[ ]




+− rqKgrqIg
qqrr

RRC*
out 101102

3221

21
;

( ) ( )( ) ( )[




−−β
∆

= rqIrqK,rqKP
rq

qC
p

C *
in

*
10221220

11

12
2

1

( ) ( )( ) ( )]−− rqKrqI,rqIP 20221220



10    ISSN 1729-4959. Машинознавство, 2010, №6 (156)

( ) ( )( )([ +− 12012111
23

2 rqK,rqKpg
rq

RC*
out

( ) ( )( )) ( ) ++ rqIrqK,rqKpg 2012012122

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )]}rqKrqIrqIpgrqIrqIpg 201201212212012111 −+−+ ;

( ) ( ) ( ) ( )[ ]−

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−β
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rrqq
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p

C *
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3033030330
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( ) ( )( )([ +− 32314311 f,fp,f,fppgC*
out

( ) ( )( )) ( ) ++ rqIf,fp,f,fppg 3032314322

( ) ( )( )( ++ 32414411 f,fp,f,fppg

( ) ( )( )) ( )]}rqKf,fp,f,fppg 3032414422+ ,

де

jiij D/Dq = , { }321 ,,j,i ∈ ;

функції мають вигляд:
( ) ( ) ( ) ( )2211211212211 rqKrqIrqKrqIf −= ,

( ) ( ) ( ) ( )2201201202202 rqKrqIrqKrqIf −= ,

( ) ( ) ( ) ( )2211201202213 rqKrqIrqKrqIf += ,

( ) ( ) ( ) ( )2201211212204 rqKrqIrqKrqIf += ,

( ) ( ) ( ) ( )3302302303305 rqKrqIrqKrqIf −= ,

( ) ( ) ( ) ( )3302312313306 rqKrqIrqKrqIf += ,

( ) ( )010011111 rqIrqIDqg β−= ,

( ) ( )010011112 rqKrqKDqg β+= ,

( ) ( ) ( ) yrqKqRxrqKy,xp ⋅−⋅= 1111211101 ,

( ) ( ) ( ) yrqIqRxrqIy,xp ⋅+⋅= 1111211102 ,

( ) ( ) ( ) yrqKqRxrqKy,xp ⋅+⋅= 2302322313 ,

( ) ( ) ( ) yrqIqRxrqIy,xp ⋅−⋅= 2302322314 ,

( ) yfqRxfy,xP ⋅+⋅= 52326 ,

( ) ( )( ,f,fpgf,fpgP 24222411 +−=∆

( ) ( ))31223111 f,fpgf,fpg + .

Вирази для функцій jC  знаходяться з (5). Викорис-
товуючи властивості перетворення Лапласа та теорему
обернення, отримаємо вирази для концентрацій у шарах

( )t,rC j :

 ( ) =t,rC j ∫
∞+γ
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λλλ
π
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d),r(C)texp(
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C
2
1

0 , 31,j = , (9)

де і – уявна одиниця.
Інтеграли беруться вздовж прямих, що проходять пара-

лельно до уявної осі та розташовані справа від неї на від-
станях jγ . Величини jγ  припускаються настільки вели-
кими, щоб усі особливі точки підінтегральних функцій
знаходились зліва від прямих.
Введемо такі функції:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xqJyqYxqYyqJy,x,f nmnm
mn αα−αα=α 31313131 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xqJyqYxqYyqJy,x,h nmnm
mn αα−αα=α 32323232 ,

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xJyYxYyJy,x,g nmnm
mn αα−αα=α ,         (10)

             { }10,n,m ∈ ,

де ( )zJ i , ( )zYi  – функції Бесселя і-го порядку першогоо
та другого роду, відповідно;

( ) 1011
1311 ffDqx,F β+α=α , ( ) 0001

1312 ffDqx,F β+α=α ,

( ) 1110
1313 ffDqx,F β−α=α , 0100

1314 ffDq)x,(F β−α=α ,

( ) 0010
232

0100
1 ghqRghy,x,G −=α ,

( ) 0011
232

0101
2 ghqRghy,x,G −=α ,

( ) 0000
232

0110
3 ghqRghy,x,G −−=α ,

( ) 1010
232

1100
4 ghqRghy,x,G −=α ,

( ) 0110
232

0000
5 ghqRghy,x,G −−=α ,

( ) 0001
232

0111
6 ghqRghy,x,G −−=α ,            (11)

де функції ( )x,r,ff mnmn
0α= , ( )y,r,gg mnmn

2α= ,
( )2r,x,hh mnmn α= , { }10,n,m ∈  визначаються рівностями

(10).
Підінтегральні функції інтегралів (9) є однозначно

визначеними за λ  та мають прості полюси при 0=λ  і
2

3 nD α−=λ , де ( )...,,nn 21=α  – прості дійсні (додатні)
корені [7] рівняння

( ) ( ) ( ) ( ) 03111112131212 =αα−αα r,r,Gr,FqRr,r,Gr,F nnnn ,

яке побудовано за допомогою функцій (11).
Використовуючи теорему Коші про лишки та обчис-

люючи лишки у відповідних полюсах, з рівностей (9)
отримаємо остаточний результат для концентрацій вакан-
сій кисню:
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де ( )r,FF nα= 22 , ( )31 r,r,GG njj α= , ( )1
00 r,r,ff n

mm α= ,

{ }10,m ∈ , { }21,j ∈ ;
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( )
( ) ( ) [ ]





+−−
αα

α−
π

+ ∑
∞

=

00
1121

01
2

2

2
0

1

2
34 hFqRhF

r
RCC

L
tDexp

out
n nn

n

( )






−β+ 1
321

2
12

021 G
qr

qCRRCin ;

де ( )311 r,r,GG nα= , ( )1r,FF njj α= , ( )r,r,hh n
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1
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де ( )30000 r,r,gg nα= , ( )1r,FF njj α= , ( )r,r,GG njj 1α= , { }21,j ∈ .
Тут функція ( )nL α  визначається рівністю

( ) =αnL

( ) ( ) −






 −



 −−+α= 2132410

2
2

2
113112 FFFFFFrFFrqFG n

( ) ( )


 −



 −++α− 32612

2
2

2
113212 GGGGrGGrqGF n

( )}52432121 GrGr)GG(GG n +−α−− ,

де ),,( 31 rrGG nii α= , 6,1=i ; ),( 1rFF njj α= , 4,1=j .
2. Задача про напружено-деформований стан.

Аналітичний розв’язок. Отримаємо аналітичні вирази
формул для обчислення розподілу дифузійних напружень
у мембрані, що виникають при проходженні кисню.
Початковий стан мембрани вважаємо ненапруженим.
Деформація мембрани аналізується в циліндричній
системі координат ( )z,,r θ  в умовах плоскої деформації
та симетрії відносно осі z. Тут r – радіальна координата,
θ  відповідає коловому напряму, z – осьова координата.
Розглядаються три ненульові компоненти напружень rσ ,

θσ , zσ  і три ненульові компоненти деформацій rε , θε ,
zε . Тут

jrr σ=σ , jθθ σ=σ , jzz σ=σ ;

jrr ε=ε , jθθ ε=ε , jzz ε=ε , ( )jj r;rr 1−∈ , 31,j = .

Компоненти деформацій представимо у вигляді суми
пружних та дифузійних складових:

d
z

e
zz

ded
r

e
rr εεεεεεεεε θθθ +=+=+= ;; .      (13)

Компоненти пружної деформації визначаються
узагальненим законом Гука:

( )[ ]zr
e
r E

σ+σν−σ=ε θ
1

, ( )[ ]zr
e

E
σ+σν−σ=ε θθ

1
,

( )[ ]θσ+σν−σ=ε rz
e
z E

1
,                     (14)

де jEE = , jν=ν , ( )jj r;rr 1−∈ , 31,j =  – модуль пруж-уж-
ності та коефіцієнт Пуассона, відповідно.
Припускаємо, що

( )0CCAd
z

dd
r −=ε=ε=ε θ ,                   (15)

де jAA = , ( )jj r;rr 1−∈ , 31,j =  – коефіцієнт хімічногоо
розширення. Підставивши (14) і (15) в рівності (13),
отримаємо

( )[ ] ( )0
1 CCA
E zrr −+σ+σν−σ=ε θ ,

( )[ ] ( )0
1 CCA
E zr −+σ+σν−σ=ε θθ ,

( )[ ] ( )0
1 CCA
E rzz −+σ+σν−σ=ε θ .         (16)

Далі, з останньої формули (16) знаходимо

( ) ( )( )zrz CCAE ε−−−σ+σν=σ θ 0 ,        (17)

а з перших двох:

( ) ( )( )[ ]zrr CCAE
νε−−ν+−εν+ε

ν−
=σ θ 00002

0

0 1
1 ,

( ) ( )( )[ ]zr CCAE
νε−−ν+−εν+ε

ν−
=σ θθ 00002

0

0 1
1

,  (18)

де для спрощення прийняті такі позначення:

20 1 ν−
=

EE ; 
ν−

ν
=ν

10 ; ( )ν+= 10 AA .

Напруження задовольняють рівнянню рівноваги

0
d

d
=

σ−σ
+

σ θ

rr
rr .                          (19)

Кінематичні залежності можна представити як

r
u

r d
d

=ε , 
r
u

=εθ , 
z
w

z d
d

=ε ,                  (20)

де juu = , jww = , ( )jj r;rr 1−∈ , 31,j = – радіальне таа
осьове переміщення, відповідно.
Підставивши вирази для напружень (18) у рівняння

(19), отримаємо

( ) ( ) ( ) =ε−εν−+εν+ε θθ rrr
r 00 1

d
d

( ) ( )( )ACAC
r

r z +ε−νν+=
d
d1 0 .                (21)
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Підставивши далі вирази для rε  і θε  з (20) в (21),
приходимо до рівняння

( ) ( )( )ACAC
r

r
r
u

rrr
u

z +ε−νν+=−+
d
d1

d
du1

d
d

022

2

.   (22)

Інтегруючи рівняння (22), знаходимо

( ) ( )( ) ++ε−νν+= ∫
−

rrCACA
r

u
j

j

r

r
jjjzjjjj d11

1

0

r
c

rc j
j

2
1 ++ , 3,1=j .                        (23)

Константи jc1  і jc2  у виразах (23) будуть визначені
нижче за допомогою граничних умов.
Використовуючи далі співвідношення (18), (20) і (23),

знаходимо напруження rσ  і θσ . Таким чином, маємо:

( ) −ε−
ν−

ν
−=σ ∫

−

rrCA
r

E j

j

r

r
jzjj

j

jj
jr d1

1
1

22

+













−

ν−ν+
+

ν−
− ∫

−

2
21

22 211
d

1
1

r

ccE
rrC

r

AE j

j

j

j

j
r

r
j

j

j

j
j

j

j

jj CAE
ν−

+
21

0 ,

( ) +ε−
ν−

ν
=σ ∫

−

θ rrCA
r

E j

j

r

r
jzjj

j

jj
j d1

1
1

22

+
ν−

+ ∫
−

rrC
r

AE j

j

r

r
j

j

j

j d
1

1

22

−ε
ν−

ν
+














+

ν−ν+
+ jz

j

jjj

j

j

j

j E

r

ccE
22

21

1211

j

jj

j

jjj CAECAE
ν−

+
ν−

−
211

0
, 3,1=j .                  (24)

Підставивши (24) в (17), отримаємо вираз для zσ :

−ε
ν−

+
ν−ν+

ν
=σ jz

j

j

j

j

j

jj
jz

EcE
2

1

1211
2

j

jj

j

jjj CAECAE
ν−

+
ν−

−
211

0 , 3,1=j .               (25)

Умова відсутності напружень на внутрішній 0rr =  і
зовнішній 3rr =  поверхнях циліндра визначається
рівностями

( ) ( ) 03301 =σ=σ t,rt,r rr , 0>t .                  (26)

На поверхнях стику шарів мембрани повинні викону-
ватися умови:

( ) ( )t,rt,r rr 1211 σ=σ ; ( ) ( )t,rt,r rr 2322 σ=σ ,

( ) ( )t,rut,ru 1211 = ; ( ) ( )t,rut,ru 2322 = , 0>t .     (27)

Оскільки припускається плоска деформація, то
величину zε  вважаємо сталою.Тоді з умов (26) – (27)
знаходимо вирази для констант jc1  і jc2  ( 3,1=j ).
Оскільки на циліндр не діє осьове зусилля, можна

записати, що 0d2
3

1 1

=πσ∑ ∫
= −j

r

r
jz

j

j

rr . Звідси, враховуючи (25),

обчислені константи jc1 ( 31,j = ) та припущення плоскоїої
деформації, знаходимо вираз для zε .
Позначимо:

( )( ) ( )( )×+ν−ν+ν+= 2
2

2
1232121 2111 rrk ,

( )( ) 21
2

3
2

2321 EErr +ν−× ,

( )( )( ) ( )( ) 2
2

2
3

2
23

2
1

2
231221 2111 Errrrk , +ν−−ν+ν+= ,

( ) ( )( ) 31
2

1
2

2
2

2
2

3
2

2131 1 EErrrrk , −−ν+= ,

( )( ) ( )( )( ) 32
2

2
2

3
2

1
2

2221231 2111 EErrrrk , −+ν−ν+ν+= ,

( )( )( )( )( ) 21
2

3
2

23
2

0
2

132122 2111 EErrrrk , +ν−−ν+ν+= ,

( )( ) ( )( )×+ν−ν+ν+= 2
0

2
1131222 2111 rrk ,

( )( ) 2
2

2
3

2
2321 Err +ν−× ,

( ) ( )( ) 31
2

0
2

1
2

2
2

3
2

2132 1 EErrrrk , −−ν+= ,

( )( ) ( )( )( ) 32
2

2
2

3
2

0
2

1121232 2111 EErrrrk , −+ν−ν+ν+= ,

( )( )( ) ( )( ) 21
2

2
2

12
2

0
2

132123 2111 EErrrrk , +ν−−ν+ν+= ,

( )( ) ( )( )( ) 2
2

2
1

2
2

2
0

2
1131223 2111 Errrrk , −+ν−ν+ν+= ,

31
2

0
2

1
2

1
2

2
2

213,3 ))(()1( EErrrrk −−+= ν ,

( )( ) ( )( )×+ν−ν+ν+= 2
0

2
1121233 2111 rrk ,

( )( ) 32
2

1
2

2221 EErr +ν−× ,

( ) ( )( ) ( )( )×+ν−+ν−+−= 2
0

2
111312121

2
0

2
1 2121 rrkkrrk ,,

( )231221 ,, kk +× ,

( ) 231131222112111 21 ,,,, kkkkK −ν−+−= ,

( )
( ) 












+ν−
−

−
ν−= 2

1
2

22

231
2

1
2

2

221
1

2
112 21

12
rr

k
rr

k
rK ,, ,

( )( ) 32
2
2

2
1

2
2

2
113 114 EErrK ν−ν−= ,

( ) ( )1321222
0

2
1

2
2

1
21

12
,, kk

rr
rK −

−
ν−

= ,

( ) 232132222212222 21 ,,,, kkkkK −ν−−+= ,
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( ) ( )2321322
2

2
3

2
2

2
23

12
,, kk

rr
rK +

−
ν−

= ,

( )( ) 21
2
3

2
2

2
2

2
131 114 EErrK ν−ν−= ,

( )
( ) 












−
+

+ν−
ν−= 2

1
2

2

223
2

2
2

12

123
3

2
232 21

12
rr

k
rr

k
rK ,,

,

( ) 233133222312333 21 ,,,, kkkkK +ν−++= ,

( )( ) jj KrrKr 1
2

0
2

11 21 −ν−= , 31,j = ,

( )( ) jj KrrKt 1
2

0
2

11 21 +ν−= , 31,j = ,

( )( )
×

−
ν−ν−

= 2
0

2
1

22
2

1
21

1212
rr

rKr

( ) ( )( )[ ]22
22132

2
2

2
122 21 rrkrrk ,, +ν−−−× ,

( )×ν−= 222 21Kr

( ) ( )( ) ( )( )[ ]2
1

2
232222

22
12132122 21 rrkkrrkk ,,,, −−++ν−−× ,

( )( )
×

−
ν−ν−

= 2
2

2
3

22
2

2
23

1212
rr

rKr

( )( ) ( )[ ]2
1

2
232

22
12132 21 rrkrrk ,, −++ν−× ,

( )( )
×

−
ν−ν−

= 2
0

2
1

22
2

1
21

1212
rr

rKt

( ) ( )( )[ ]22
22132

2
2

2
122 21 rrkrrk ,, −ν−++× ,

( )×ν−= 222 21Kt

( ) ( )( ) ( )( )[ ]2
1

2
232222

22
12132122 21 rrkkrrkk ,,,, +−+−ν−−−×

( )( )
×

−
ν−ν−

= 2
2

2
3

22
2

2
23

1212
rr

rKt

( )( ) ( )[ ]2
1

2
232

22
12132 21 rrkrrk ,, ++−ν−−× ;

( )( ) 31
22

3331 21 KrrKr −ν−−= ;

( )( ) 32
22

3312 21 KrrKr −ν−−= ;

( )×ν−= 333 21Kr

( ) ( )( ) ( )( )( )[ ]2
2

2
2331332

22
23223123 2121 rrkkrrkk ,,,, −+ν−++ν−+× ,

( )( ) 31
22

3331 21 KrrKt +ν−= ,

( )( ) 32
22

3312 21 KrrKt +ν−= ,

( )×ν−= 333 21Kt

( )( )( )[ +−ν−+−× 22
23223123 21 rrkk ,,

( )( )( )]2
2

2
233133221 rrkk ,, ++ν−+ ,

( ) ( )( )( )2
0

2
11312121

2
1111 211 rrkkm ,,, −ν−+ν−−= ,

( )( ) 2
0231221

2
1211 1 rkkm ,,, +ν−−= ,

( )( )( ) ( )
( ) 












+ν−

−
+−ν+ν−ν−= 2

1
2
22

2
1

2
2231

221
2

121112 21
1121

rr
rrk

krm ,
, ,

( )( )( )( ) ( ) 2312
1

2
22

2
2

2
1

321113 21
211121 ,k

rr
rrm

+ν−
ν+ν−ν−ν−−= ,

( )( )( ) ( )132122
2

112221 1121 ,, kkrm +−ν+ν−ν−= ,

( ) ( )[ ]2
1

2
2222

2
1232

2
2122

2
222 1 rrkrkrkm ,,, −++ν−−= ,

( )( )( ) ( )232132
2

232223 1121 ,, kkrm +ν+ν−ν−−= ,

( )( )( ) ×ν+ν−ν−= 2
112221 1121 rmr

( ) ( )( )[ ]22
22132

22
2122 21 rrkrrk ,, +ν−+−× ,

( ) ( )( )[ ++ν−ν−−= 22
12

2
2122

2
222 211 rrrkmr ,

( )( ) ( )]2
1

2
2

2
222

22
22

2
1232 21 rrrkrrrk ,, −++ν−+ ,

( )( )( ) ×ν+ν−ν−−= 2
232223 1121 rmr

( )( ) ( )[ ]2
1

2
232

22
12132 21 rrkrrk ,, −++ν−× ,

( )( )( ) ×ν+ν−ν−−= 2
112221 1121 rmt

( ) ( )( )[ ]22
22132

22
2122 21 rrkrrk ,, +ν−++× ,

( ) ( )( )[ +−ν−ν−= 22
12

2
2122

2
222 211 rrrkmt ,

( )( ) ( )]2
1

2
2

2
222

22
22

2
1232 21 rrrkrrrk ,, −−−ν−+ ,

( )( )( ) ×ν+ν−ν−−= 2
232223 1121 rmt

( )( ) ( )[ ]2
1

2
232

22
12132 21 rrkrrk ,, ++−ν−−× ,

( )( )( )( )×ν+ν−ν−ν−−= 132331 11121m

( ) 1232
2

2
12

2
2

2
1

21
2

,k
rr

rr
+ν−

× ,

( )( )( )×ν+ν−ν−−= 23332 1121m

( ) 










+

+ν−

−
× 2232

2
2

12

2
1

2
2

123 21 ,, k
rr

rrk ,

( ) ( )223123
2

3
2
3133 1 ,,, kkrm +ν−−= ,

( )( ) ( )( )2331332
2

2
2

3
2
3233 211 ,,, kkrrm +ν−−ν−−= ,

( ) 13312221111111 mAmAmmAM ,, +++= ,

2332222112 mAmAmAM ++= ,

( )23313333223113 ,, mmAmAmAM +++= ,

( )( )[ ]++ν−+= 211
22

11111
2

11 21 ,, mrrmrAMr

( ) ( ) 13
2

0
2

312
2

0
2

2 mrrAmrrA −+−+ ,

2332222112 mrAmrAmrAMr ++= ,

( ) ( ) +−−−−= 32
22

3231
22

313 mrrAmrrAMr



14    ISSN 1729-4959. Машинознавство, 2010, №6 (156)

( )( )[ ]233
2

133
22

233 21 ,, mrmrrA ++ν−+ ,

( )( )[ ]+−ν−−= 211
22

11111
2

11 21 ,, mrrmrAMt

( ) ( ) 13
2

0
2

312
2

0
2

2 mrrAmrrA ++++ ,

2332222112 mtAmtAmtAMt ++= ,

( ) ( ) ++++= 32
22

3231
22

313 mrrAmrrAMt

( )( )[ ]233
2

133
22

233 21 ,, mrmrrA +−ν−−+ .        (28)

Використовуючи позначення (28), отримаємо вираз
для zε :

( ) ( )∑ ∑ ∫
= =

−







−ν+

−
ν−
ν

=ε
−

3

1

3

1

2
1

2

2
1

1
1i j

r

r
jijjj

ii

i

ii
z

j

j

rdt,rrCKA
k

rrE

( ) +







ν−
− ∫

−

i

i

r

r
i

i

ii rdt,rrCEA

1
1

( )

( ) ( )∑ ∑

∑

=
−

=
−

=
−












−−ν

ν
−

ν−











+

ν−

ν
−

ν−
+

3

1

2
1

2
3

1

2
1

2
2

3

1
2

2
1

2

0

1
1

2121
2

i
ijjj

j
j

i
ii

i

i

i

i

i

ii
ii

i

i

Krr
k

rrE

AM
k

rrE

C .   (29)

Далі, підставляючи знайдені вирази для констант jc1
і jc2  ( 31,j = ) у рівності (24) – (25) та використовуючичи
позначення (28), отримаємо вирази для напружень:

( ) ( )






−ν+

ν−
−=σ ∫

−

r

r
jjj

j

j
jr

j

rdt,rrCA
r

E

1

11
1 22

+





εν

−
− −

zj
jrr

2

2
1

2

( )( ) ×
ν−ν− kr

E

jj

j 11
211 22

( ) ( ) +





















εν

−
−ν+× ∑ ∫

=

−

−

3

1

2
1

2

2
1

1i
zi

ii
r

r
iiiji

rrrdt,rrCAKr
i

i

+
+ jMrC0

j

jj CAE
ν− 21

0
,

( ) ( )






−ν+

ν−
=σ ∫

−

θ

r

r
jjj

j

j
j

j

rdt,rrCA
r

E

1

11
1 22






εν

−
− −

zj
jrr

2

2
1

2

+ ( )( ) ×
ν−ν− kr

E

jj

j 11
211 22

( ) ( )







+













εν

−
−ν+× ∑ ∫

=

−

−

3

1

2
1

2

2
1

1i
zi

ii
r

r
iiiji

rrrdt,rrCAKt
i

i

+
+ jMtC0

j

jj

j

jjj
z

j

jj CAECEAE
ν−

+
ν−

−ε
ν−

ν

2111
0

2 ,

×
ν−

ν
=σ

k
E

j

jj
jz

1
1

2
2

( ) ( )






+













εν

−
−ν+× ∑ ∫

=

−

−

3

1

2
1

2

2
1

1i
zi

ii
r

r
iiiji

rrrdt,rrCAK
i

i

+






ν−
+

j

jMC
21

0

j

jj

j

jjj
z

j

j CAECAEE
ν−

+
ν−

−ε
ν− 2111

0
2 .       (30)

Для отримання остаточного результату розподілу
напружень у трубчастій тришаровій мембрані реактора
для виробництва синтетичного газу треба підставити
вирази (12) для концентрацій jC  у рівності (29) та (30).
Зауважимо, що викладена вище аналітична методика

розв’язання нестаціонарної задачі дифузії (1) — (4) та
формули (30) для обчислення дифузійних напружень
можуть бути використані для розв’язання рівняння тепло-
провідності Фур’є [8, 9] з відповідними початковими,
крайовими умовами та умовами контакту шарів, а також
для обчислення температурних напружень у тришаровій
циліндричній мембрані.
Запишемо рівняння нестаціонарної теплопровідності

в циліндричній системі координат, деякі можливі почат-
кові, крайові умови та умови контакту шарів ( 121 == RR )
у вигляді:

     
t

T
r

T
rr

T jjj
j ∂

∂
=














∂

∂
+

∂

∂
λ

1
2

2

, ( )jj r;rr 1−∈ , 31,j = ,    (31)

( ) 01 0 T,rT = , ( )10 r;rr ∈ ,

( ) 02 0 T,rT = , ( )21 r;rr ∈ ,

03 0 T),r(T = , ( )32 r;rr ∈ ;                    (32)

( )inTTh
r

T
−−=

∂
∂

λ− 1
1

1 , 0rr = ,

( ) outTt,rT =33 ;                            (33)

( ) ( )t,rTt,rT 1211 = ,

( ) ( )t,rTt,rT 2322 = ,

r
T

r
T j

j
j

j ∂

∂
λ=

∂

∂
λ +

+
1

1 , jrr = , 21,j = ,          (34)

де jλ ( )31,j =  – коефіцієнти теплопровідності матеріалів
шарів, що складають мембрану, 0T  – початкове значення
температури, h  – коефіцієнт теплообміну, outT  – темпе-
ратура зовнішньої поверхні циліндра, inT – температура
внутрішньої поверхні цилиндра.
Співставивши формули (1) – (4) з (31) – (34), можна

зробити висновок, що математичні постановки задач
дифузії та теплопровідності є ідентичними.



ISSN 1729-4959. Машинознавство, 2010, №6 (156)   15

3. Задача про напружено-деформований стан.
Числовий розв’язок. В якості розрахункової схеми
киснево-транспортної мембрани візьмемо циліндричне
тришарове  тіло  обертання скінченних розмірів

321 VVVV ∪∪= , віднесене до циліндричної системи
координат θrz0 . Складові частини тіла 321 V,V,V  жорсткоо
зчеплені між собою. Вісь z0  збігається з віссю обертання
циліндра. Меридіональний перетин тіла площиною zr0
має форму Ω  з межею Ω∂ . Область Ω  є об’єднанням
підобластей ( )321 ,,kk =Ω  з межами kΩ∂ . Тіло наванта-а-
жене зовнішніми силами так, що шуканий розв’язок не
залежить від кута θ .
Компоненти тензора повних деформацій складаються

з компонентів тензорів пружних, температурних та
дифузійних деформацій – e

ijε , T
ijε , d

ijε :

( ) ( ) ( ) ( )t,z,rt,z,rt,z,rt,z,r d
ij

T
ij

e
ijij ε+ε+ε=ε , ( )31,j,i = .

Температурні та дифузійні деформації обчислюються
за формулами:

( ) ij
T
ij TT δ−α=ε 0 ,

( ) ij
d
ij CCA δ−=ε 0 ,

де ( )t,z,rTT =  – температура, ( )t,z,rCC =  – концентра-
ція вакансій кисню, ( ) ( )rAA,r =α=α  – коефіцієнти
лінійного температурного та хімічного розширення відпо-
відно, 00 C,T  – значення температури та концентрації
вакансій кисню, за яких напруження відсутні, ijδ  – символл
Кронекера. Вважаємо, що функції розподілу температури

( )t,z,rT  та концентрації вакансій кисню ( )t,z,rC  відомі.
Крайова задача пружного деформування циліндра

може бути зведена до варіаційної проблеми знаходження
мінімуму функціонала Лагранжа, визначеного для
кінематично можливих переміщень [10]:

( ) ( )[∑∫∫
= Ω

− +++λ=Λ
N

i
riz,zir,riziri

i

ruuu,u,u
1

2222
150

( ) +++ 2
r,ziz,ri uuG

( )( ) −



++λ+ − rdrdzruuuuu z,zir,ririz,zir,ri

12

[∑∫∫
= Ω

−
θ +++−

N

i

f
ri

f
zz,zi

f
rr,ri

i

rNuNuNu
1

1

  ( ) −
++ rdrdzuuN r,ziz,ri

f
rz ( )∫

Ω∂
ττ Ω∂+

p

duPuP nn
00 ,   (35)

де 3=N  – кількість шарів; ( )tz,r,uri , ( )t,z,ruzi  ( )N,i 1=
– переміщення в шарах циліндра вздовж осей r0  та z0
відповідно; pΩ∂  – частина контуру Ω∂ , де діють зовніш-
ні сили; 00

τP,Pn  – нормальна та дотична складові
зовнішніх поверхневих сил; n , τ  – зовнішня нормаль таа
дотична до контуру Ω∂ ; zzprrpn nunuu += ,

zrprzp nunuu −=τ  – нормальна й тангенціальна складові
вектора переміщень на поверхні шару, де прикладені

зовнішні навантаження; zr n,n  – напрямні косинуси

нормалі n ; ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )rr

rrEr
ν+ν−

ν
=λ

121
; ( ) ( ) ( )rGrr 21 +λ=λ ;

( ) ( ) ( )r,rG,rE ν  – пружні характеристики, які в кожному
шарі є константами. “Фіктивні” зусилля, зумовлені темпе-
ратурними та дифузійними деформаціями, обчислюються
за формулами:

( )



 +λ+λ= θeeeN zr

f
r 1 , ( )



 +λ+λ= θeeeN rz

f
z 1 ,

( )







+λ+λ= θϕ zr

f eeeN 1 , rz
f

rz GeN 2= ,

де
d
r

T
rre ε+ε= , d

z
T
zze ε+ε= ,

dTe θθθ ε+ε= , d
rz

T
rzrze ε+ε= .

Основні невідомі задачі в довільній точці тіла можуть
бути знайдені за формулами:

r,rr u=ε , z,zz u=ε , 1−
θ =ε rur , r,zz,rrz uu +=γ ,

( ) ( )rrzzr eee −ελ+−−ε+ελ=σ θθ 1 ,

( ) ( )zzrrz eeee −λ+−−ε+ελ=σ θθ 1 ,

( ) ( )θθθ −ελ+−−ε+ελ=σ eee zrzr 1 ,

( )rzrzrz eG 2−γ=σ ,                         (36)

Варіаційну задачу будемо розв’язувати методом Рітца.
Координатні функції, у випадку якщо область Ω  має
складну геометричну форму, можуть бути побудовані
методом R-функцій [11]. Метод R-функцій дозволяє точно
враховувати геометричну форму та граничні умови самого
загального виду. При цьому, наближений розв’язок крайо-
вої задачі, подається у вигляді формули – структури роз-
в’язку, яка точно задовольняє всім або частині граничних
умов і є інваріантною стосовно геометричної форми
області Ω , де відшукується наближений розв’язок крайо-
вої задачі. Структура розв’язку є основою для побудови
систем координатних функцій варіаційних методів.

4. Числові результати. Для перевірки достовірності
отриманих у розділі 2 аналітичних формул (30) та запро-
понованого в розділі 3 чисельно-аналітичного методу,
розглянемо задачу визначення напружено-деформованого
стану (НДС) тришарового циліндра. Температура
циліндра є сталою – ( ) C900o=t,z,rT . Товщини шарів:

м1022 3
1

−⋅= ,h , м10040 3
2

−⋅= ,h , м1010 3
3

−⋅= ,h . Радіу-
си бокових меж складових циліндрів: мм6680 ,r = ,

мм86101 ,r = , мм9102 ,r = , мм0113 ,r = .  Довжина
м01,l = . Модулі Юнга та коефіцієнти Пуассона шарів

циліндра за температури С900o  наступні: ГПа0581 ,E = ,
ГПа01552 ,E = , ГПа0643 ,E = , 2501 ,=ν , 31602 ,=ν ,

2503 ,=ν . Коефіцієнти лінійного температурного розши-
рення: 6

1 10710 −⋅=α , , 6
2 10310 −⋅=α , , 6

3 10012 −⋅=α , .
Температура, за якої відсутні напруження C12500

o=T .
Зовнішні сили відсутні ( )00 00 == τP,Pn .
Далі розглянемо умови закріплення, граничні умови

та відповідні структури розв’язку. Бокові межі циліндра
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30 rr,rr ==  вільні від закріплення та зовнішніх наван-
тажень. Торці циліндра ( 2lz ±= ) можуть вільно перемі-
щуватися вздовж осі z0 .
При чисельній реалізації будемо використовувати

симетрію задачі. На осі симетрії, в перерізі 0=z , зада-
ються такі умови:

0=ziu , 0=
∂

∂
z

uri  ( )321 ,,i = .                  (37)

Граничні умови на торцях циліндра, при 2lz ±= :

( )( ) 0=σ ziri
i
z u,u , ( )( ) 0=σ ziri

i
zr u,u   ( )321 ,,i = .    (38)

На внутрішній та зовнішній поверхнях циліндра, при
0rr =  та 3rr =

( )( ) 0=σ ziri
i

r u,u , ( )( ) 0=σ ziri
i

rz u,u  ( )31,i = .     (39)

На межах шарів задаються умови жорсткого зчеплення:

( ) ( )1+= k
r

k
r uu , ( ) ( )1+= k

z
k

z uu  ( )21,k = ,         (40)

( ) ( )1+σ=σ k
r

k
r , ( ) ( )1+σ=σ k

rz
k

rz ,               (41)

Умови (38), (39), (41) є природними для функціонала (35).
Структури розв’язку, що задовольняють кінематичним

умовам (37) та (40), можуть бути записані у вигляді:

riiri Du Φω+Φω−Φ= 2
1101 ,

ziiziu Φω+Φω= 2
24 .                       (42)

Тут z=ω0 , а iω  ( )321 ,,i =  – функції, що задовольняютьть
такі умови [11]:

0=ωi ,  на iΩ∂ , 0>ωi  в iΩ ;

zzrr
D

∂
∂

∂
ω∂

+
∂
∂

∂
ω∂

= 00
1  – диференціальний оператор [11];

21 ΦΦ , , ( )321 ,,i, ziri =ΦΦ  – невизначені компоненти
структури розв’язку, які при дискретизації крайової задачі
подають у вигляді [11]

( ) ( ) ∑
=

ϕ=Φ≈Φ
N

k
kklNl C

1
xx , ( )z,r=x ,

де { kϕ } – елементи деякого функціонального просторуу
M , який містить в собі lΦ , що утворюють у ньому повну
послідовність, kС – невідомі коефіцієнти. Тут в якості
{ kϕ }, використовувалися бікубічні сплайни Шенберга
[11, 12]. Функції iω  можуть бути задані так:

ii f4ω=ω ,
де









−=ω zl

l
z

2
2

4 ,  
( )( )

1

1

−

−

−
−−

=
ii

ii
i rr

rrrr
f ,

Очевидно, що структури розв’язку виду (42) можуть бути
легко побудовані і для будь якої іншої кількості шарів N .

При числовій реалізації системи сплайнів будувалися на
рівномірній прямокутній сітці. Спільні сплайни 21 ΦΦ ,
задавалися у всій області Ω , а системи сплайнів

( )321 ,,i, ziri =ΦΦ  – тільки у відповідних підобластях iΩ .
На рис.1 показано розподіл осьових напружень zσ  по

товщині тришарового циліндра, які обчислені за форму-
лами (30) (cуцільна лінія) та за допомогою чисельно-ана-
літичної методики, що базується на спільному засто-
суванні методів Рітца та R-функцій (пунктир). З рисунка
видно, що отримано досить близьке співпадіння аналі-
тичних та числових результатів. Для кращого представ-
лення результатів, уздовж вісі абсцис відкладено безроз-
мірну радіальну координату ξ , яка у відповідних шарах
обчислювалася за формулою

∑
−

=−

− α+
−
−

α=ξ
1

01

1
n

k
k

ni

n
nn rr

rr
, ( )321 ,,n = ,

де kα  – вагові коефіцієнти: 00 =α , 501 ,=α , 1802 ,=α ,
3203 ,=α .

Висновки. Отримано аналітичні розв’язки для функції
концентрації вакансій іонів кисню та компонент хімічно
обумовлених напружень у трубчастій тришарової
мембрані, яка використовується в реакторі для вироб-
ництва синтетичного газу. Розроблено метод наближеного
розв’язання задачі визначення НДС трубчастої багатоша-
рової мембрани, що знаходиться під дією температурного
поля та піддається хімічному розширенню. Для перевірки
достовірності розроблених методів розглянуто тестовий
приклад розрахунку НДС тришарового циліндра. Порів-
няно аналітичні та числові розрахунки. Отримані резуль-
тати мають практичне застосування при дослідженні три-
валої міцності трубчастої мембрани реактора для отри-
мання синтетичного газу.
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Diffusion problem for oxygen vacancies concentration in a three-
layered tubular membrane of reactor for production of synthesis gas
modeled as the infinitively long thick-walled composite cylinder was
considered. Analytical solution with determination of oxygen
vacancies concentration and diffusion induced stresses under
assumption of plane strain has been obtained. Numerical method
for solving of stress-strain state definition problem of multilayered
tubular membrane under thermal and chemical expansion conditions
was developed. Example of stress-strain state calculation of three-
layered cylinder was considered.
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