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Неруйнівні методи контролю над рівнем залишкових
напружень мають важливе значення для оцінювання міц-
ності та надійності різноманітних елементів конструкцій.
Експериментальні дані, отримані неруйнівними мето-
дами, не дають повної інформації про напружено-дефор-
мований стан в околі зварних з’єднань. Визначення повної
картини залишкових технологічних напружень в елемен-
тах оболонкових конструкцій ґрунтується на розв’язанні
обернених умовно коректних задач теорії оболонок з влас-
ними напруженнями з використанням частини значень
напружень чи їхніх інтегральних характеристик, отрима-
них на основі експерименту.
Теоретико-експериментальний метод визначення

залишкових напружень в околі зварних з’єднань запропо-
новано та розроблено Я.  С. Підстригачем, В. А. Осадчу-
ком та розвинуто в працях їхніх учнів. У працях [2, 5 —
6] розв’язано задачі для оболонок, для яких розв’язки клю-
чових рівнянь можна одержати аналітично. Подальший
розвиток методу було зроблено в працях [7 — 10] для
зварних оболонкових конструкцій складної конфігурації
з різними фізичними та геометричними параметрами,  для
яких поле залишкових деформацій можна описати
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Розв’язано некоректну задачу ідентифікації залишкових напружень у
металевій циліндро-конічній оболонці обертання з використанням частини
експериментальних даних, отриманих електромагнітним методом.
Запропоновано ефективну числово-аналітичну методику, яка базується на
розвязанні оберненої умовно коректної задачі з використанням сплайн-
апроксимацій.
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кульовим тензором. При цьому використано сплайнові
зображення для невідомих розв’язків ключових рівнянь
та полів залишкових деформацій. Тут цю методику розви-
нуто на конструкції, для яких поле залишкових дефор-
мацій описується некульовим тензором.
Постановка задачі. Основні співвідношення теорії

оболонок з залишковими деформаціями одержують, вико-
риставши зображення компонент тензора малої дефор-
мації { }ije  у вигляді суми: 0l

ij ij ije e e= + ,  де ije  —
компоненти тензора повної деформації; l

ije  — компоненти
тензора пружної деформації; 0

ije  — компоненти тензора
умовних пластичних деформацій та деформацій, спри-
чинених різними структурними перетвореннями, вони
сукупно зумовлюють залишкові напруження. Створити
строгу математичну модель такої задачі не є можливо. У
конкретних зварних конструкціях певними неруйнівними
методами можна отримати дані, які дозволяють визначити
частину компонент тензора залишкових напружень ijσ
чи їхні інтегральні характеристики. Враховуючи це, можна
отримати додатково рівняння між експериментально
визначеними і теоретично представленими характеристи-
ками полів напружень через розв’язки ключових рівнянь
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теорії оболонок, які містять невідомі компоненти інтег-
ральних характеристик поля деформацій 0

ije . Мінімізуючи
функціонал нев’язок, отримуємо розв’язок задачі, тобто,
повну картину напружено-деформованого стану звареної
з двох частин оболонки та ширину зони локалізації звар-
них залишкових деформацій в околі шва.
Розглянемо оболонку обертання, утворену обертанням

плоскої кривої навколо прямолінійної осі. Вибираємо
декартову систему координат, де вісь z є віссю обертан-
ня, а рівняння меридіана, що лежить у певній меридіан-
ній площині, записується рівнянням

r r( z )=                                       (1)

Тоді коефіцієнти першої квадратної форми поверхні та її
кривини запишуться так [1]:
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Використовуючи основні співвідношення теорії обо-
лонок з власними напруженнями, наведені в монографії
[2], отримаємо ключові рівняння для осесиметричної
задачі для оболонкової конструкції звареної з циліндрич-
ної та конічної частини.

Рівняння меридіана такої складеної оболонки матиме
вигляд
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а коефіцієнти першої квадратної форми та кривини
запишемо так:
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Тоді ключові рівняння отримають вигляд:
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Ключові функції і невідомі інтегральні характерис-
тики поля залишкових деформацій подамо у вигляді
кубічних сплайнів. Найбільш ефективним є зображення
у вигляді лінійної комбінації базових нормалізованих
сплайнів, які є додатними і фінітними функціями на своїх
інтервалах-носіях [3]:
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k k kijb ,b ,bθ  — невідомі коефіцієнти.
Експеримент та його опрацювання. Експеримен-

тальні дані отримано використовуючи електромагнітний
метод [5 — 6]. Отримано усереднену в приповерхневому
шарі різницю головних напружень Е

h+σ . Усереднення
здійснено за площею поверхні контакту електромаг-
нітного перетворювача з поверхнею оболонки. Тоді
теоретично одержаний вираз T

h+σ  матиме вигляд
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де 0R  — радіус круга, який є поверхнею контакту;
0 0r R / R= ; nz  — координати центрів круга вздовж трубиби
під час вимірювань, коефіцієнти ( )lv

k k kijb ,b ,bθ  — невідомі
коефіцієнти зображень (7).
Оскільки маємо справу зі значеннями, отриманими з

певною похибкою, яка в окремих точках може бути досить
великою, то при апроксимації таких даних інтерполя-
ційним сплайном можемо отримати небажані виражені
осциляції. Тому вважаємо доцільним використати апрок-
симацію згладжувальним сплайном [3]. Отримаємо експе-
риментальну криву ( )3

Е
hS z+σ .

Вважаємо, що на лінії зварного шва 0z =  cкладеної
оболонки виконуються кінематичні та статичні умови
ідеального механічного спряження, які для осесимет-
ричної задачі запишемо так:

1 2 2u u cos w sin= α + α , 1 2 2w w cos u sin= α− α ,
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Припускаємо, що поле залишкових деформацій в
околі шва є гладким і має локальний характер, тобто
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Будуємо систему колокації на рівномірній сітці вузлів,
яка співпадає з вузлами сплайнів. Враховуючи умови (9)
та граничні умови (жорстке закріплення на краях), розв’я-
зуємо систему із застосуванням критерію найменших
квадратів. Ширину зони локалізації залишкових дефор-
мацій в околі шва, а саме значення координат 01 02z ,z
(рис.1) визначаємо мінімізуючи функціонал
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за алгоритмом Гука-Дживса [4], який є процедурою
прямого пошуку мінімуму функції багатьох змінних. Тут
використано процедуру зі сталим кроком для обох
змінних z01, z02.
На рис. 2 і рис. 3 зображено розподіл залишкових

напружень та поле залишкових деформацій для циліндро-
конічної оболонкової конструкції. Конічна частина опису-
ється рівнянням r( z ) z R= + , де R=710 мм, параметр а=1
(кут конусності=450). Товщина оболонки 2h=18,7мм,
модуль Юнга Е=2×105 МПа; коефіцієнт Пуассона v=0,3
(сталь марки СТ10Г2ФБ).

У розглянутій задачі поле залишкових деформацій
локалізоване в околі шва на інтервалі від -50 мм до 60 мм
і не має симетрії відносно лінії зварного шва (рис. 3). Для
конструкції «циліндр-конус» досліджено, що для значень
параметра а, більших від 0.8, з’являється вплив геометрії
конуса. Зі збільшенням параметра а максимуми колових
напружень 22σ  зменшуються порівняно з максимумами
цих напружень у циліндричній частині. Колові залишкові
напруження в околі шва є розтягуючими, а осьові 11σ  –
стискальними. Усереднена величина різниці головних
напружень T

h+σ  може значно перевищувати рівень макси-
мальних значень як осьових, так і колових залишкових
напружень. На рис. 2 кружечками позначено експеримен-
тальні значення E

h+σ .
Висновки. Числово-експериментальний метод,

розроблений у працях [7 –10], поширено на задачі, в яких
поле залишкових деформацій описується некульовим
тензором. Досліджено умови коректності та побудовано
регуляризуючий алгоритм на основі апріорних припущень
про локалізацію поля залишкових деформацій в околі
зварного шва. Для конструкцій зварених з оболонок з
різною геометрією запропоновано єдине сплайнове зобра-
ження розв’язку, що є регуляризуючим фактором й істотно
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спрощує обчислення. Програмне забезпечення методу
може скласти основу для створення системи неруйнівного
контролю над рівнем залишкових технологічних напру-
жень у зварних оболонкових конструкціях приладів та
машин.
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The problem of identification of welded residual stresses
in cylindrical-conic metal shell of revolution

Ya. Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and
Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv

A numerical-experimental procedure for solution of inverse
determination problems of residual stresses in shells of revolution
using the spline-approximations and experimental data is developed.
The research of residual stresses in a shell structure, consisting of
welded cylindrical and conic  metalic shells, is carried out.
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