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Вступ. У сучасній техніці твердооксидні паливні
комірки (Solid Oxide Fuel Cells – SOFC) є одними з
найбільш ефективних енергогенеруючих систем, що
конвертують хімічну енергію в електричну. Твердооксидні
паливні комірки складаються з електроліту, катода і анода.
Електроліт виготовлено з матеріалу, що проводить іони
кисню. Шар електроліту укладено між двома тонкими
пористими електродами (рис. 1). Катод, анод і електроліт
виготовлено з керамічних матеріалів.
Теорія і технологія виробництва твердооксидних

паливних комірок розвиваються та досліджуються досить
недавно [1 – 3]. Однією з центральних проблем при
проектуванні та експлуатації твердооксидних паливних
комірок є забезпечення їх тривалої міцності та збільшення
часу безвідмовної роботи. Для успішного розв’язання цієї
проблеми потрібні знання фундаментальних законів
температурних, електрохімічних та механічних процесів,
що впливають на розподіл механічних напружень і
зростання пошкоджуваності в часі. Абсолютні значення
напружень, що виникають під час роботи в твердооксид-
них паливних комірках, залежать від властивостей мате-
рiалів, експлуатаційних умов та геометричних параметрів
конструкції.
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НАПРУЖЕННЯ І
ПОШКОДЖУВАНІСТЬ
У ТВЕРДООКСИДНИХ ТРУБЧАСТИХ
ПАЛИВНИХ КОМІРКАХ
Досліджено вплив явищ високотемпературної повзучості, температурного
та хімічного розширення в електрохімічній кераміці на зростання
пошкоджуваності та зниження часу безвідмовної роботи твердооксидних
трубчастих паливних елементів.

твердооксидна трубчаста паливна комірка, повзучість, пошкоджуваність

Температурні напруження виникають внаслідок
температурних градієнтів та різниці між коефіцієнтами
лінійного температурного розширення матеріалів сусідніх
шарів.
Дослідження термопружних деформацій твердооксид-

них паливних комірок є важливою частиною структурного
аналізу системи. Але цього недостатньо для розуміння
механізмів деградації паливних комірок. Як правило, в

Рис.  1. Схема твердооксидної паливної комірки [1]
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керамічних матеріалах спостерігається не тільки темпера-
турне розширення, а й хімічне, яке залежить від концен-
трації кисню і впливає на загальне розширення [4].
Також характерною властивістю керамічних матеріа-

лів електроліту, анода й катода, що може призвести до
зростання пошкоджуваності з часом, є повзучість. Кіль-
кість наукових праць, присв’ячених аналізу повзучості
твердооксидних паливних комірок, є дуже незначною. До
нашого часу в літературі так і не з’явилися дослідження
взаємозв’язку між напруженнями, деформаціями повзу-
чості та пошкоджуваністю в твердооксидних паливних
комірках. Деформації повзучості змінюють мікрострук-
туру електроліту за рахунок дислокацій, атомів домішок
та порожнин у початковій стадії повзучості, в подальшому
– за рахунок межових мікроскопічних порожнин, а в
фінальній стадії – за рахунок мікротріщин, з переважною
орієнтацією, на межах зерен.

Математична постановка задачі та метод розв’я-
зання. На рис. 2 зображено схему трубчастої паливної
комірки, розробленої фірмою Siemens-Westinghouse [5],
та її розміри в радіальному напрямі. Довжина електро-
хімічно активної частини м51,l = . В якості розрахункової
схеми паливної комірки візьмемо циліндричне тришарове
тіло обертання скінченних розмірів 321 VVVV ∪∪= ,
віднесене до циліндричної системи координат ϕrz0 .
Складові частини тіла 1 2 3V , V , V  жорстко зчеплені між
собою. Вісь z0  збігається з віссю обертання циліндра.
Меридіональний переріз тіла площиною zr0  має форму
Ω  з межею Ω∂ . Область Ω  є об’єднанням підобластей

( )321 ,,kk =Ω  з межами kΩ∂ . Тіло навантажене зовніш-
німи силами так, що шуканий розв’язок не залежить від
кута ϕ .
Компоненти тензора швидкостей повних деформацій

складаються з компонентів тензорів швидкостей пружних
і температурних деформацій – e

ijε& , T
ijε& , компонентів

тензора швидкостей деформацій, обумовлених хімічним
розширенням sw

ijε& , та компонентів тензора швидкостей
незворотних деформацій повзучості ijp& :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t,z,rpt,z,rt,z,rt,z,rt,z,r ij
sw
ij

T
ij

e
ijij &&&&& +ε+ε+ε=ε ,

( )31,j,i = .

Тут крапка над символами означає повну похідну за
часом, t  – час.

Температурні та хімічно обумовлені деформації
обчислюються за формулами:

( ) ij
T
ij TT δ−α=ε 0 ,  ( ) ij

sw
ij CCA δ−=ε 0 ,

де ( )t,z,rTT =  – температура, ( )t,z,rCC =  – нестехіо-
метрія кисню, ( ) ( )rAA,r =α=α  – коефіцієнти лінійногоо
температурного та хімічного розширення відповідно,

00 C,T  – значення температури та нестехіометрії, за яких
напруження відсутні, ijδ – символ Кронекера. Вважаємо,
що функції розподілу температури ( )t,z,rT  та нестехіо-
метрії кисню ( )t,z,rC  відомі з розв’язку задач нестаціо-
нарної теплопровідності та дифузії [6].

Визначальні співвідношення повзучості та кінетичні
рівняння, що моделюють процес повзучості з урахуван-
ням пошкоджуваності, в рамках теорії структурних пара-
метрів Ю.Н. Работнова, в загальному випадку мають
вигляд [7]:

( )Neijij q,...,q,q,,fp 21ψσ=& ,

( )Ne q,...,q,q,,g 211 ψσ=ω& ,

( )Nekkk q,...,q,q,,gq 21ψσ=& .

Тут eσ  – деяке еквівалентне напруження, ψ , iq  ( )N,i 1=
– скалярний параметр пошкоджуваності та структурні
параметри стану.

Крайова задача повзучості, в довільний момент часу
0≠t , може бути зведена до варіаційної проблеми знаход-

ження мінімуму функціонала у формі Лагранжа, визначе-
ного для кінематично можливих швидкостей переміщень:
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де ( )tz,r,uri& , ( )t,z,ruzi&  ( )321 ,,i =  – швидкості переміщень
у катоді, електроліті та аноді вздовж осей r0  та z0
відповідно; pΩ∂  – частина контуру Ω∂ , де діютьть
зовнішні сили; 00

τP,Pn
&&  – швидкості нормальної і дотичної

складових зовнішніх поверхневих сил; n , τ  – зовнішня
нормаль і дотична до контуру Ω∂ ; zzprrpn nunuu &&& += ,

zrprzp nunuu &&& −=τ  – нормальна і тангенціальна складові
вектора швидкостей переміщень на поверхні шару, де
прикладено зовнішні навантаження; r zn , n  – напрямні
косинуси нормалі n ;

 ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )1 2 1

E r r
r

r r
ν

λ =
− ν + ν

;
Рис. 2. Трубчаста паливна комірка
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( ) ( ) ( )1 2r r G rλ = λ + ; ( ) ( ) ( )E r , G r , rν  – пружні харак-
теристики, які в кожному шарі є константами. Швидкості
«фіктивних» зусиль, зумовлених деформаціями повзу-
чості, а також температурними та хімічно обумовленими
деформаціями, обчислюються за формулами:

( )



 +λ+λ= ϕeeeN zr

f
r &&&&

1 , ( )
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де
sw
r

T
rrr pe ε+ε+= &&&& , sw

z
T
zzz pe ε+ε+= &&&& ,

swTpe ϕϕϕϕ ε+ε+= &&&& , rzrz pe && = .

Швидкості деформацій повзучості в функціоналі (1)
вважаються заданими і не варіюються.
Основні невідомі задачі повзучості в довільній точці

тіла можна знайти з розв’язку задачі Коші за часом [8]:
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Початкові умови для невідомих функцій, у момент
часу 0=t , знаходяться з розв’язку задачі пружногоо
деформування. Відмітимо, що для розв’язання пружної
задачі можна використати функціонал (1), в якому слід
замінити швидкості функцій самими функціями.

Початкову задачу (2) будемо розв’язувати методом
Рунге-Кутта-Мерсона з автоматичним вибором кроку [9].
Праві частини рівнянь (2), в моменти часу, що відповіда-
ють схемі Рунге-Кутта-Мерсона, обчислюються за допо-
могою розв’язування варіаційної задачі для функціонала
(1). Варіаційну задачу будемо розв’язувати методом Рітца.
При цьому координатні функції, у випадку якщо область
Ω  має складну геометричну форму, можуть бути побудо-
вані методом R-функцій [10]. Метод R-функцій дозволяє
точно враховувати геометричну форму та граничні умови
самого загального виду. При цьому наближений розв’язок
крайової задачі подається у вигляді формули – структури
розв’язку, яка точно задовольняє усі або частину гранич-
них умов і є інваріантною стосовно геометричної форми

Ω , області, де відшукується наближений розв’язок
крайової задачі. Структура розв’язку є основою для побу-
дови систем координатних функцій варіаційних методів.

Числові результати. Розглянемо повзучість цилінд-
ричної паливної комірки (див. рис. 2). Товщина катода

м1022 3
1

−⋅= ,h , електроліту й анода: м10040 3
2

−⋅= ,h ,
м1010 3

3
−⋅= ,h . Катод виготовлений з матеріалу WPC3,

електроліт і анод – з 8YSZ та Ni+YSZ відповідно [5].
Робоча температура C900o=T . Модулі Юнга та коефіці-
єнти Пуасона, для катода, електроліту й анода за темпе-
ратури С900o  [5, 11]: ГПа0581 ,E = , ГПа01552 ,E = ,

ГПа0643 ,E = , 2501 ,=ν , 31602 ,=ν , 2503 ,=ν . Коефі-ефі-
цієнти лінійного  температурного  розширення:

6
1 10710 −⋅=α , , 6

2 10310 −⋅=α , , 6
3 10012 −⋅=α , .

Температура, за якої відсутні напруження, C12500
o=T .

Хімічним розширенням будемо нехтувати. Зовнішні сили
відсутні: 00 00 == τP,Pn .

Матеріал катода, за існуючого рівня інтенсивності
напружень, повзучості не виявляє. Закон одновимірної
повзучості та кінетичне рівняння пошкоджуваності для
електроліту й анода мають вигляд:

( )n

n
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ψ−

σ








−= −

1
& ;

( )m

m
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t ψ−
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 ∆
−=

ψ

1d
d

.

Тут ( ) 1КмольКДж00831440 −⋅⋅= ,R  – універсальна
газова стала, T  – абсолютна температура. Константи
повзучості електроліту [12]: 1n годМПа5704 −− ⋅= ,A ,

1mгодМПа17221 −−= ,B  71,m = ,  1=n , 0=k ,
1мольКДж0320 −⋅= ,Q , 1мольКДж2344 −⋅=∆ , .

Константи повзучості анода [13]:
1n13 годМПа101459 −−− ⋅⋅= ,A , 0=B , 0=m , 1817,n = ,

9430,k = , 1мольКДж572 −⋅= ,Q .
Визначальні співвідношення повзучості, в умовах

складного напруженого стану, запишемо у вигляді:

( ) kln
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kl st
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( )m
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1d
d .

Далі розглянемо умови закріплення, граничні умови
та відповідні структури розв’язку. Бокові межі циліндра

м10011м10668 33 −− ⋅==⋅== ,rr,,rr ac  вільні від закрі-
плення та зовнішніх навантажень. Торці 2lz ±=
паливного елемента можуть вільно переміщуватися
вздовж осі z0 .

При числовій реалізації будемо використовувати
симетрію задачі. На осі симетрії, в перерізі 0=z , зада-
ються такі умови:

0=ziu& , 0=
∂

∂
z

uri&
 ( )321 ,,i = .                    (3)

Граничні умови на торцях циліндра, при 2lz ±= :
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( )( ) 0=σ ziri
i
z u,u &&& , ( )( ) 0=σ ziri

i
zr u,u &&&  ( )321 ,,i = .      (4)

На внутрішній та зовнішній поверхнях циліндра, при
crr =  та arr = :

( )( ) 0=σ ziri
i

r u,u &&& , ( )( ) 0=σ ziri
i

rz u,u &&&  ( )31,i = .     (5)

На межах шарів задаються умови жорсткого
зчеплення:

( ) ( )1+= k
r

k
r uu && , ( ) ( )1+= k

z
k

z uu &&  ( )21,k = ,            (6)

( ) ( )1+σ=σ k
r

k
r && , ( ) ( )1+σ=σ k

rz
k

rz && ,                  (7)

Умови (4), (5), (7) є природними для функціонала (1).
Структури розв’язку, що задовольняють кінематичні

умови (3) та (6) можуть бути записані у вигляді:

riiri Du Φω+Φω−Φ= 2
1101& ,

ziiziu Φω+Φω= 2
20& .

Тут z=ω0 , а iω  ( )321 ,,i =  – функції, що задовольняютьть
умови [10]:

0=ωi ,  на iΩ∂ , 0>ωi  в iΩ ,

де 
zzrr

D
∂
∂

∂
ω∂

+
∂
∂

∂
ω∂

= 00
1  – диференціальний оператор

[10], 21 ΦΦ , , ( )321 ,,i, ziri =ΦΦ  – невизначені компо-
ненти структури розв’язку, які при дискретизації крайової
задачі подають у вигляді [10]

( ) ( ) ∑
=

ϕ=Φ≈Φ
N

k
kklNl C

1
xx , ( )z,r=x ,

де { kϕ } – елементи деякого функціонального просторуу
M , який містить у собі lΦ , що утворюють у ньому повну
послідовність, kС  – невідомі коефіцієнти. Тут в якості

{ kϕ } використовувалися бікубічні сплайни Шенберга
[10, 14]. Функції iω  можуть бути задані так:

ii f4ω=ω ,
де









−=ω zl

l
z

2
2

4 ,

( )( )
ii

ii
i rr

rrrr
f

−
−−

=
+

+

1

1 ,

crr =1 , cerr =2 , earr =3 , arr =4  (див. рис.2).
Системи сплайн-функцій будувалися на рівномірній

прямокутній сітці. Спільні сплайни 21 ΦΦ ,  задавалися в
усій області Ω , а системи сплайнів ( )321 ,,i, ziri =ΦΦ  –
тільки у відповідних підобластях iΩ .

У результаті розрахунків встановлено, що час до
руйнування ∗t  складає 4360 год. Руйнування починається
в шарі електроліту, в точках, що знаходяться на межі з
анодом. На рис. 3 – рис. 5 наведені результати розрахунків
напружень та пошкоджуваності в перерізі 0=z .

На рис. 3 показані результати для інтенсивності напру-
жень у різні моменти часу. Для кращого подання резуль-
татів вздовж осі абсцис відкладено безрозмірну радіальну
координату ξ , яка у відповідних шарах обчислювалася
за формулою

1
1

01

n
n

n n k
ki n

r r
r r

−
−

=−

−
ξ = α + α

− ∑ , ( )1 2 3n , ,= ,

де мм6680 ,r = , мм86101 ,r = , мм9102 ,r = ,
мм0113 ,r = ; kα  – вагові коефіцієнти: 00 =α , 501 ,=α ,

1802 ,=α , 3203 ,=α .
На рис. 4 зображено розподіл пошкоджуваності в

шарі електроліту в різні моменти часу. На рис. 5 наведено
графіки зростання пошкоджуваності з часом у різних
точках електроліту.
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Рис. 3. Інтенсивність напружень в перерізі 0z =  в моменти
часу: 0t =  (пунктирна лінія); год4360t =∗  (суцільна лінія)
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Висновки. Під час роботи в твердооксидних палив-
них комірках, внаслідок повзучості, відбувається перероз-
поділ механічних напружень та накопичення пошкод-
жуваності. Рівень механічних напружень в електроліті й
аноді, впродовж усього часу, залишається досить високим.
Це призводить, в кінцевому підсумку, до руйнації палив-
ної комірки. Для продовження терміну безвідмовної
роботи паливних комірок потрібно добиватися зниження
рівня напружень, наприклад, за рахунок зменшення
різниці між коефіцієнтами лінійного температурного
розширення матеріалів сусідніх шарів.

Автори дякують Фонду цивільних досліджень та розвитку
США (CRDF) за фінансову підтримку.
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In this paper, a comprehensive theoretical and numerical
investigation has been carried out with the main focus directed at the
understanding on high temperature creep, thermal and chemical
expansion in electrochemical ceramics affect creep damage growth
and lifetime reduction for solid oxide tubular fuel cell systems.
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