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Конструювання композиційних матеріалів з високою
питомою міцністю та в’язкістю руйнування досягається
армуванням матриці високоміцними та жорсткими
включеннями у вигляді волокон чи стрічок.  Для
теоретичного з’ясування руйнування таких композитів під
статичним чи змінюваним навантаженням потрібно
проводити поглиблений аналіз полів напружень та
деформацій біля включень.

Поля напружень і переміщень біля вершин включень
та їх асимптотичні подання досліджувалися в широкому
колі праць, найбільш повно їх огляд подано в монографії
[1]. На цей час з аналітичного розв’язку плоскої задачі
теорії пружності для тіла з жорстким еліптичним ядром
[2] граничним переходом отримано результати і для
лінійного (стрічкового) включення. Докладно вивчено [3–
5] поля напружень і переміщень  біля вершин
гострокінцевих абсолютно жорстких включень і на основі
результатів [2, 6] знайдено їх асимптотичні подання.
Внаслідок підвищеної неоднорідності напруженого стану
біля включень [4, 7] слід очікувати більших пластичних

деформацій порівняно з тріщинами чи гострокінцевими
отворами. Дослідні дані свідчать, що пластичне течіння
починається біля кутів на торцях включення і зі
збільшенням  навантаження поширюється вздовж
поверхні поділу матеріалів до його центральної частини
(див., напр., [8, 9]). Це підтверджують оптичні [10] та
мікролазерні [11] дослідження полів напружень біля
армувальних елементів. Методами скінченних елементів
та локальних варіацій виявлено [12], що на відміну від
тріщини пластична зона біля тонкого включення повинна
бути зміщена в бік його центральної частини. Отримано
також аналітичні розв’язки плоских задач для лінійного
включення з зонами передруйнування, що змодельовані
локалізованими тонкими прошарками пластично
деформованого матеріалу (поверхнями зсуву) [13–16].
Особливість напружень в околі вершин включення у цих
розв’язках змінилася з кореневої на логарифмічну, що, з
одного боку, є певним покращанням фізичної адекватності
моделі, а з другого – свідчить про передбачуване
позитивне зменшення концентрації напружень внаслідок
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таких явищ. Це добре узгоджується із загальнотеоретич-
ним прагненням системи у стані рівноваги мінімізувати
енергію деформування.

Пізніше із застосуванням нової двофазної моделі зони
передруйнування [17–19] вдалося удосконалити форму-
лювання крайових умов, позбутися необхідності викорис-
товувати особливості напружень та отримати механічно
коректні обмежені значення напружень в усіх точках
композиції. У межах цієї концепції для аналізу гранично
рівноважного стану ізотропного тіла зі стрічковими вклю-
ченнями використано відомі [20] положення cδ -моделі
Лєонова – Панасюка – Витвицького – Дагдейла. Згадувану
модель [17–19] у праці [21] застосовано до випадку орто-
тропної матриці.

За результатами [21] на рис. 1 за умов плоскої задачі
(узагальнений плоский напружений стан) подано зна-
чення нормованих ∗= sxyxy τσσ~  дотичних напружень
(лінія 1) на межі включення-матриця та розривних

( )∗= s
c
xx

c
xx τσσ 2~  за довжиною включення (лінія 2) при

одновісному розтягу сталими напруженнями на нескін-
ченності ( )=≡ ∗

sqq τ2~ 0,25. Тут і далі xxσ , yyσ , xyσ  –
компоненти тензора напружень; 2a  – довжина
включення. Параметр ∗

sτ  трактуємо або як теоретичну
зсувну міцність межі поділу, тобто межу напружень зсуву
(зсувної взаємодії) між двома атомними площинами на межі
контакту пластини з включенням, або як технічну зсувну
міцність межі поділу з урахуванням її структурних
недосконалостей, а за пластичного деформування – як
зсувний поріг пластичності.

Максимального  значення дотичні напруження
∗= sxy τσ  набувають в околах кінців включення, і саме тут

йому передається більша частина навантаження від
матриці. За межами деякого околу біля країв включення
дотичні напруження швидко зменшуються і, з огляду на
непарність, у центрі дорівнюють нулю. Прийнята модель
і результати її застосування добре узгоджуються як з
експериментальними даними [22, 8], так і з числовим експе-
риментом [23 – 25] на основі методу скінченних елементів.

Зображені на рис. 1 напруження визначають [21] два
обумовлені безпосередньо включенням найбільш очіку-
вані механізми локального руйнування в композиції:
розрив включення або його відшарування від матриці.
Конкретний з них залежить від механічних та міцнісних
характеристик включення, матриці, контактної межі та
довжини включення. Руйнування всередині матриці тут
не розглядається, хоч розв’язок задачі створює всі
передумови для аналізу цього явища.

Якщо міцнісні та пружні характеристики композиції
відомі, то існує певна критична довжина включення

∗= craa 22  зміни характеру руйнування в композиції: при
довжині включення меншій від ∗

cra2  руйнування прохо-
дитиме методом його відшарування, при більшій від ∗

cra2
– шляхом його розриву. Там же отримано значення гра-
ничного навантаження ∗= qq  відшарування включення
за деформаційним критерієм cu 2max δ=  ( c2δ  – гранична
межа взаємного зсуву вздовж контактної межі) та гранич-
ного навантаження ∗∗= qq  розриву включення за крите-
рієм utPP =max  ( utP  – міцність включення на розрив, maxP
– максимальні осьові зусилля).

У цій праці з використанням енергетичного критерію
дослідимо відшарування включення за сталого наванта-
ження для випадку, коли довжина включення є меншою
від довжини зміни характеру його руйнування. Дослід-
ження такого типу задач за різними підходами проводи-
лося також у працях [26–29].
Постановка задачі. За умов плоскої задачі теорії

пружності розглядаємо ортотропну пластину, що містить
абсолютно жорстке лінійне включення завдовжки 2a ,
розміщене уздовж осі Ox  (рис. 2) декартової системи
координат xOy . Вважається, що осі паралельні до осей
ортотропії.

Приймаємо, що довжина макроскопічного включення
менша від критичної довжини зміни характеру руйнуван-
ня і при навантаженні композиції включення відшаро-
вується від матриці. Пластина розтягується паралельно
до осі включення напруженнями на нескінченності

qσxx =∞ .                                    (1)

Приймаючи на себе дію зовнішнього навантаження,
включення одночасно є й потужним концентратором
напружень, а околи його вершин – місцями найбільш
інтенсивного локального деформування. Вважаємо, що
саме тут формуються зони передруйнування, просуваю-
чись від кожного краю до центральної частини вздовж
межі пластина-включення і охоплюють вершини вклю-
чення. Останні можуть імітувати області накопичення
пошкоджень, порушення адгезійного зв’язку, пластичне
деформування, проковзування та інше.

Зони передруйнування моделюємо тріщинами ковзан-
ня вздовж межі поділу матриця-включення при заданих
на їх поверхнях значеннях дотичних напружень, тобто
включення відшаровується від матриці шляхом розвитку
в околах його вершин тріщин за механізмом поперечного
зсуву.

Довжину включення без відшарованих на кінцях
частин позначаємо через wra2  і називаємо робочою

Рис. 1. Характер зміни величини дотичних (1) та осьових
нормальних (2) напружень уздовж включення
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Рис. 2. Схема задачі
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довжиною включення (рис. 3). Коефіцієнт тертя на
ділянках axaL wr ≤<≈2 , де вже відбулося розшарування
між включенням та нелінійно здеформованим матеріалом
матриці, приймаємо рівним нулю.

Рівняння відшаровування включення побудуємо
використовуючи енергетичний критерій, який передбачає
існування певного критичного значення енергії, необхід-
ної для того, щоб робоча довжина включення зменшилася
на одиницю довжини (зруйнувалася одиниця довжини
межі поділу), і знайдемо аналітичні залежності зміни
робочої довжини включення wra2   залежно від наван-
таження, міцнісних та пружних характеристик матеріалів
пластини. Також дослідимо умови автономності зон
передруйнування в околах вершин макроскопічного
включення.

Спочатку розглянемо відповідну крайову задачу, умови
якої сформулюємо наступним чином. На відрізку wrcx ≤
включення ( wraa = ) бездефектно зв’язане з матрицею і
тому поздовжні деформації матриці там відсутні:

( ) ( )0 0 Lxxxu ∈=∂∂ .                      (2)

У зонах передруйнування дотичні напруження
досягають свого граничного значення:

( ) ( ) ( )wrwrsxyxy axcxxx ≤≤=−= ∗−+      )(signτσσ .   (3)

Поза межами включення на його осі

( ) ( )0   ,  0 =≥= yaxx wrxyσ .              (4)

Тут dca wrwr =−  – довжина смуг передруйнування;
інші позначення – очевидні.
Розв’язок крайової задачі. Згідно з працею [6] напру-

ження та деформації в плоскій задачі для ортотропної
пластини виражаються через дві аналітичні функції
комплексних змінних ( )2;1=+= jysxz jj :

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ],Re2

,Re2
,Re2

2211

21

2
2
21

2
1

zszs

zz
zszs

xy

yy

xx

Ψ+Φ−=

Ψ+Φ=
Ψ+Φ=

σ

σ
σ

                   (5)

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ],Re2

,Re2

2211

2211

zqzqv
zpzpu

x

x

Ψ+Φ=′
Ψ+Φ=′

                     (6)

де 12
2
211212

2
1111    , asapasap +=+= ,

( ) 122
2
1121 sasaq += , ( ) 222

2
2122 sasaq += ,

22111212222111   ,1  ,1 EEaEaEa νν −=−=== .

Параметри 1s , 2s  є коренями характеристичногоо
рівняння ( ) 02 21

2
121

4 =+−+ EEsGEs ν  і визначаються
співвідношеннями ( )[ ] 21

0021021 2  , βαα +=+−=⋅ issss ,
в яких

( ) ( ) 1210
21

210 2    , νβα −== GΕΕΕ ;           (7)

1E , 2E  – модулі пружності для розтягу (стиску) у голов-
них напрямах Ox  та Oy ; G  – модуль зсуву, що характе-те-
ризує зміну кута між головними напрямами Ox  та Oy ;

12ν  – коефіцієнт Пуассона, що описує скорочення в
напрямі Oy  за розтягу в напрямі Ox .

Розглянутий частковий випадок ортотропії є
практично важливим, оскільки для таких матеріалів як
боро-, вугле- та склопластики, деревина з правильними
річними шарами, дикт (фанера), тобто для значної
кількості ортотропних матеріалів, що використовуються
в практиці, отримані з розв’язку характеристичного
рівняння значення 1s , 2s  є суто уявними.

Розв’язок крайової задачі (1) – (4) отримаємо за схе-
мою уже згадуваної праці [21] при безмежно малих ділян-
ках розпушення. Вирази для функцій напружень (5), (6)
будуть такими:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),,,,
2

,,,,
2
1

21002
1

0
2

1
2

1100201

wrwr
s

wrwr
s

cazgqf
p
pz

cazgfz

Γ−−=Ψ

Γ+=Φ

∗

∗

βα
π

τ

βα
π
τ

  (8)

де

( )00110 ,2 βαgAf −= , ( ) ( )2
2

2
1

1
2 ss

qA
−

=∞Φ= ,

( ) ( )
1221

212
001 qpqp

qqp,βαg
−
−

= , ( )
1221

002
1Im,

qsqs
g

−
=βα ,

2222

2222

1 ln),,(
wrwrwrwr

wrwrwrwr
wrwr

cazcza

czacaz
caz

−+−

−−−
=Γ .

Довжина зон передруйнування

( )










−=− ∗ 1

2
,ch 003

s
wrwrwr

qgcca
τ

βαπ ,             (9)

де

( ) ( )
( )12211

1221
003 ,

qpqpE
qsqsig

−
−

=βα .

Переміщення матеріалу матриці стосовно включення
у зонах передруйнування ( wr wrc x a≤ ≤ ) описується
формулою

( ) ( ) ( ) ( )[ ]wrwrwrwrwr
s caxacaxx

gE
xu ,,,,

, 21
0031

*
Γ−Γ=

βαπ
τ

,(10)

де

Рис. 3. Схема відшарування включення
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2222

2222

2 ln),,(
wrwrwr

wrwrwr
wrwr

cxca

cacx
cax

−+−

−−−
=Γ .

Автономність смуг передруйнування. Для достат-
ньо довгих включень ca 2δ>> , caa ->>  справджується
гіпотеза автономності локалізованих кінцевих зон
передруйнування біля вершини включення. Якщо
параметри навантаження такі, що напружено-
деформований стан є  гранично  рівноважним ,  то
виконується умова ( ) cau 2δ= . В цьому випадку довжина
смуг ( ) aca −=ε  досягає деякого критичного значення

( ) aca ∗∗ −=ε . Враховуючи, що для розривів переміщень
(10), у першому наближенні після розвинення в ряд за
степенями e

( ) ( )ε
βαπ

τ

0031 ,gE
aau s

∗

= ,                      (11)

то у гранично рівноважному стані виконується залежність

( )003
21 , βα

τ
δπ

ε g
a

E

s

c
∗∗ = .

Звідси отримуємо, що

( )003
21 ,βα

τ
δπ gEca
s

c
∗∗ =− ,                   (12)

де ∗c  – значення параметра c  у гранично рівноважномуму
стані. У правій частині формули (12) знаходяться вели-
чини, що не залежать від навантаження чи довжини вклю-
чення, тому в гранично рівноважному стані розміри смуг
передруйнування для конкретного ортотропного мате-
ріалу є сталими, тобто для макроскопічних включень
справедлива гіпотеза автономності областей в її кінцевих
зонах. Оцінку мінімальної довжини макроскопічного
включення із заданою наперед точністю виконуємо за
порівнянням результатів розрахунків граничного наванта-
ження розшарування за точним розв’язком та відповідною
формулою для першого наближення. Зокрема, для
ізотропної матриці при ( )<∗aG sc τδ2 0,16 розбіжність між
двома прогнозами граничного навантаження не виходить
за межі 5%. Відтак з такою похибкою при ∗> scGa τδ26
включення можна вважати макроскопічним.
Відшарування включення. Нехай у деякий момент,

що відповідає значенням параметрів довжини включення
wra  та навантаження q , величини переміщень ( )wraxu ,

на відрізках смуг передруйнування ( wrwrwr aca ,− ) згідно
з рис. 4 схематично зображаються умовним трикутником
A0B0C0.

Переміщення в зонах передруйнування [21], а значить
і кут нахилу прямої B0C0, залежать від параметрів орто-
тропії пластини. Через деякий час, що відповідає зміні
робочої довжини включення wra  та навантаження q  на
деякі малі величини wraδ  та qδ  відповідно, розглянутий
трикутник переміщується в напрямі до центра включення,
трансформуючись у трикутник A1B1C1. Точки C0 та C1
відповідають кінцям локалізованих зон передруйнування,

а точки A0, B0 та A1, B1 – кінцям робочої частини включення
до і після його  відшарування на величину wraδ
відповідно.

Енергію відшарування включення на одиницю
довжини ∗

τγ  вважаємо відомою характеристикою компо-
зиції. При зменшенні робочої довжини включення на
величину wraδ  напруження виконають роботу на відпо-
відному зміщенні, яка дорівнює повній дисипації енергії

=⋅∗
wraδγτ

( ) ( ) ( )[ ]∫
−

−−
−+−=

wrwr

wrwr

aa

ada
wrwrwrxy dxqaxuqqaaxux

δ

δ
δδσ ,,,,2 . (13)

Знехтуємо у цьому виразі членами порядку ( )2
wraδ , тооді

( ) ( ) ( )[ ] +−+−=⋅ ∫
−

∗
wr

wr

a

da
wrwrwrxywr dxqaxuqqaaxuxa ,,,,2 δδσδγτ

( )( )2
wraO δ+ .                                (14)

При цьому використано оцінки

( ) ( ) ( )[ ] ≈−+−∫
−

c
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wrwrwrxy

wr

dxqaxuqqaaxux
δ

δδσ ,,,,

( )2
wr

daxwr
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δ
∂
∂
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


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


≈

−=

,
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a
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δ
∂
∂
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






≈

=

.

Подамо функцію ( )qqaaxu wrwr δδ +− ,,  у формулі (14)
у вигляді ряду Тейлора за степенями wraδ  та спрямуємо

wraδ  до нуля, вважаючи, що параметр wra  залежить від
навантаження q . Тоді отримаємо, що

∫
−

∗∗








+=

wr

wr

a

da wrwr
s dx

a
q

q
u

a
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

τγ τ 2 .  (15)

Останню формулу перетворимо так:

=







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−

∗
wr

wr

a

da wrwr
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a
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Рис. 4. Схема переміщень у зонах передруйнування
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( ) ( ) =+= ∗

−

∗ ∫ qaaudxqaxu
da

d
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a

da
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Використовуючи подання (10), знаходимо, що
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( ) 2222

2222
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ln

,
,

wrwrwrwr

wrwrwrwrswr

caxcxa
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gEx
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∂
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а після інтегрування і деяких очевидних перетворень

( )
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0031 ,
,

βαπ
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22
22 ln
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Враховуючи зв’язок між розмірами зон передруйну-
вання і навантаженням (9), останню формулу подамо як

( ) ( )( )

( )

22
2 3 0 0

1

2 2

wr

wr

a
wr s

wr
c

s

u x,a H
x dx a th H g , ,

x E

H q .

∗

∗

∂ τ
= α β

∂ π

= π τ

∫

Тепер перший доданок формули (16), після диферен-
ціювання за параметром wra , матиме вигляд

( )
=∫∗ dx

x
axux

da
d a

c

wr

wr
s ∂

∂τ ,
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dHgHgH 2
00320032 ,cosh, βαβα .  (17)

Для обчислення другого доданка у формулі (16) з
формули (10) знаходимо переміщення у вершині
включення:

( ) ( ) ===
∗

→ wr

wrswr
wraxwrwr a

caaxuaau
wr
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π

τ

( ) ( )( )0032
0031
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Після диференціювання
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( ) ( )( ) 



+

wr
wr da

dHgHga 2
0032003 ,th, βαβα .  (18)

Остаточно, з урахуванням виразів (17), (18), формула
(16) набуває вигляду

( )
( ) ( ) ( )( )[{ +−

−
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∗
∗

00320032
0031

2

,th,2
,

2
βαβα

βαπ
τ
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a swr

( )( )] ( )×++ 0030032 ,,chln βαβα gagH wr

( )( ) ( )
( )( ) 













−×

wrda
dH

gH
gHgH 2

0032
2
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βα

βα
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Вона описує залежність між робочою довжиною
включення wra  та навантаженням, яке враховане пара-
метром 2H  і є аналогічною за структурою до формули
Г.П. Черепанова [30] у теорії тріщин.

Введемо в розгляд безрозмірну робочу довжину
включення:

( ) ( )( )0031
2

3 ,βαγπτλ τ gEawrs
∗∗=               (20)

і позначення ( )00323 ,βαgHH = . Тоді

( )
( ) 3

3

30031

2

3

3

, dH
da

adH
da

gEdH
d wr

wr

wrs λ
βαγπ

τλ

τ

== ∗

∗

;

3

333

λ
λ

d
dH

ada
dH

wrwr
= .                         (21)

Залежність між параметром навантаження 3H  таа
знерозміреною довжиною включення 3λ  подамо з ураху-
ванням (19) – (21) у вигляді диференціального рівняння
першого порядку

( )
( )33

2
3

2
3

3333

3

3

thch
lnchth221

HHH
HHH

d
dH

−

−−
=

λ
λ

λ
.           (22)

Для однозначності розв’язку доповнюємо його почат-
ковою умовою, яка задає навантаження для конкретної
початкової робочої довжини включення

3 0
3 0H Hλ =λ = ,                          (23)

де 0λ  – деяка відома робоча довжина включення при
фіксованому навантаженні 0H .

У задачі Коші (22), (23) характеристики ортотропії
містяться у безрозмірних параметрах 3H , 3λ . Для наоч-ч-
ного оцінювання впливу параметрів ортотропії на харак-
тер розшарування введемо замість них такі величини:

( ) ( )∗∗= τγπτλ 1
2

1 4,0 Eawrs ,  ( )∗= sqH τ21 .   (24)
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Тоді диференціальне рівняння для робочої довжини
включення (22) набуде вигляду

( ) ( )
( )33

2
3

2
1

3331003

1

1

thch8,0
lnchth6,1,

HHH
HHHg

d
dH

−

−−
=

πλ
λβαπ

λ
.     (25)

Коефіцієнт 0,4 у формулі (24) введено для можливості
прямого переходу у результатах до випадку ізотропної
матриці.
Аналіз прикладів. За результатами розв’язування

рівняння (25) на рис. 5 та рис. 6 зображені інтегральні
криві для робочої довжини включення при двох початко-
вих робочих довжинах включення =0λ 1 та =0λ 2. Числа
біля ліній відповідають різним відношенням параметрів
ортотропного тіла.

На рис. 5: лінія 1 – =21 EE  4, =121 GE 6 ( =0α 2,
=0β 2,75); лінія 2 – =21 EE 0,01, =121 GE 10 ( =0α 0,1,
=0β 4,75); 3 – (ізотропія) =21 EE 1, =121 GE 2,5

( =0α 1, =0β 1); 4 – =21 EE 25, =121 GE 50 ( =0α 5,
=0β 24).
На рис. 6: лінія 5 – епоксидна смола, армована склом:
=1E 5,49.104 MПа, =2E 1,83.104 MПа, =12G  8,8.103 MПа

( is  2712,21 = , is  7626,02 = , 73,10 =α , 87,20 =β ); 6 –
епоксидна смола, армована бором: =1E  =2,81.105 MПа,

=2E 2,81 .104 MПа, =12G 1,05 .104 MПа ( is  0773,51 = ,
is  6228,02 = , 16,30 =α , 14,130 =β ); 7 – епоксидна смола,ла,

армована графітом: =1E 2,81 .105 MПа,
=2E 1,12 .104 MПа, =12G 5,6 .103 MПа ( is  9992,61 = ,

is  7144,02 = , 01,50 =α , 86,240 =β ).

Для всіх матеріалів =12ν 0,25, для відношення
>21 EE 1 включення орієнтоване вздовж напряму

більшої жорсткості. Характеристики для матеріалів взяті
з праць [5, 31].

Відшарування включення проходить повільніше при
його орієнтуванні вздовж напряму більшої жорсткості
матриці. Зі зростанням навантаження робоча довжина
включення зменшується, але повного вилущення вклю-
чення не відбувається. Чим менша початкова робоча
довжина включення, тим більше навантаження потрібне
для його відшаровування.
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M. Kundrat, H.Sulym
Separation the line inclusion in a orthotropic matrix

National University of Water Management and
Natural Resources Application, Rivne;

Ivan Franko Lviv National University, Lviv

The analytical decision the problem of fiber rigid inclusion
separation from the orthotropic plate in conditions of plane problem
is obtained. The body is subjected to the uniaxial stresses tension
parallel to the fibre on infinite distance. The develop of localized
zones of prefracture are precede to process of separation along the
plate-inclusion boundary from it ends to central part. The decision
of the problem are reduce to the Cauchy problem for the differential
equation of the first order relative to working length of inclusion.
Influence of orthotropy plate material on inclusion separation are
research.
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