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Вступ. Основні відомі результати сформульованої у
назві статті тематики отримано в рамках класичної теорії
[1 − 5]. Відома  низка праць, в яких знайдено розв’язки
задач про коливання анізотропних шарнірно опертих
оболонок з отворами в рамках теорії, яка враховує попе-
речні зсуви, однак не враховує повороти навколо нормалі
до серединної поверхні [6 − 8].
У цій статті розв’язано задачу про коливання орто-

тропної непологої циліндричної панелі з множиною
отворів довільної конфігурації та крайових умов на їхніх
контурах у рамках теорії, яка враховує поперечні зсуви
та повороти навколо нормалі до серединної поверхні.

1. Постановка задачі. Розглянемо задачу про усталені
поперечні коливання шарнірно опертої ортотропної
циліндричної непологої панелі з кутом розхилу ψ, яка
містить N отворів довільної форми та розташування,
контури яких є криві L(j), j=1...N. Нехай осі ортотропії
співпадають з поздовжнім та поперечним напрямками
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Розглянуто задачу про усталені поперечні коливання шарнірно опертої
ортотропної циліндричної непологої панелі з множиною отворів довільної
форми, розташування та  з різними типами граничних умов на їх контурах у
рамках теорії оболонок, яка враховує поперечні зсуви та повороти навколо
нормалі до серединної поверхні. Розв’язок ґрунтується на методі граничних
інтегральних рівнянь та секвенціальному підході до побудови функції Гріна.
Задачу зведено до систем інтегральних рівнянь, які розв’язано методом
колокацій.

неполога циліндрична ортотропна панель, отвір, функція Гріна, секвенціальний
підхід, коливання, частоти вільних коливань

панелі, яка працює в режимі усталених коливань за
гармонічним законом у часі.
Використовуватимемо такі позначення: ,n τ −

r r  нор-
мальний та дотичний вектор вздовж деякого напряму,

1 2,E E − модулі Юнга матеріалу, 12 13 23, ,G G G −  модулілі
зсуву матеріалу, 12 21,ν ν − коефіцієнти Пуасона матеріалу,,
ρ − густина матеріалу, 1 2k , k − головні кривини панелі,

2l , R, h,ψ − довжина, радіус, товщина та кут розкриттяя
панелі відповідно, ,i iq m − компоненти зовнішньогоо
навантаження, w − прогин панелі, ,nu uτ − нормальні таа
тангенціальні компоненти переміщень точок серединної
поверхні, ,n τγ γ − нормальні та тангенціальні компо-
ненти кутів повороту нормалі до серединної поверхні,

nQ − нормальна компонента перерізувальної сили,
, , ,n nM M N Nτ τ −  нормальні й тангенціальні компо-

ненти момента та мембранної сили.
Крайові умови за шарнірного опирання на всіх

чотирьох сторонах циліндричної панелі приймемо
такими:
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0, 0, 0, 0, 0n nw M N uτ τ= = = = γ = .              (1)

Розглянемо два типи крайових умов на контурах:
a) задані розподілені переміщення
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b) задані розподілені зусилля
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2. Розв’язувальна система рівнянь. Дослідження
проводитимемо за використання рівнянь теорії непологих
оболонок, яка враховує поперечні зсуви та повороти
навколо нормалі до серединної поверхні. Рівняння руху
непологої оболонки, що враховують нормальну компо-
ненту інерційної сили для випадку поперечних коливань,
мають вигляд:
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На основі розподілу напружень та переміщень:
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фізичні співвідношення набудуть вигляду:
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Нормальні та дотичні компоненти переміщень та зусиль
визначаються за формулами:
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Внаслідок підстановки фізичних співвідношень (6) у
рівняння руху (4) розв’язувальна система динамічних
рівнянь матиме такий вигляд:
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У результаті отримуємо дві крайові задачі: задача (1),
(2), (8) та задача (1), (3), (8).

3. Побудова функції Ґріна задачі. Функцію Ґріна для
двох вищезгаданих крайових задач знайдено за допо-
могою методу Фур’є та секвенціального подання дельта-
функції (у вигляді послідовності дельтаподібних функцій).

Подамо в системі рівннянь (8)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 2 2 2 0

2 2 1 1 1 2 2 2 0

3 3 1 1 1 2 2 2 0

1 4 1 1 1 2 2 2 0

2 5 1 1 1 2 2 2 0

, , sin ,

, , sin ,

, , sin ,

, , sin ,

, , sin ,

r r r

r r r

r r r

r r r

r r r

q t

q t

q t

m t

m t

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

= Τ δ α α δ α α ω

= Τ δ α α δ α α ω

= Τ δ α α δ α α ω

= Τ δ α α δ α α ω

= Τ δ α α δ α α ω

           (9)

1 , ,
2( , )

0, ,

r
r

r

r

g
ε

  ξ − ξ
   ξ − ξ ≤ ε  ε εδ ξ ξ =   


ξ − ξ > ε

де ( ) ( )0 1g ε ≤ ε ≤ − спадна гладка функція,

( )
1

0

1 0, ( ) 1g g d= ξ ξ =∫ .

Розкладемо співвідношення (9) у ряди Фур’є
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ϕ − вагова функція, яка визначає тип узагальненогоо
підсумовування, що відповідає певному вибору базової
функції дельтаподібної послідовності.
Розв’язки шукаємо у такій формі:
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Після підстановки співвідношень (9), розкладених у
ряди (10), та рядів (11) у розв’язувальну систему рівнянь
(8) отримаємо сукупність систем лінійних алгебричних
рівнянь відносно коефіцієнтів невідомих функцій. Часової
координати вдається позбутись у випадку усталених
гармонічних коливань. У результаті одержимо функцію
Ґріна задачі в аналітичному вигляді:
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4. Зведення основних крайових задач до систем
інтегральних рівнянь та розв’язування методом
колокацій. Для побудови інтегральних рівнянь крайової
задачі, коли на отворі задані переміщення, розглянемо

узагальнений контур  (1) (2) ( )..... NL L L L= ∪ ∪  та такі
функції на ньому:
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На основі знайденої функції Ґріна (12), граничних
умов на отворах (6), фізичних співвідношень (3), виразів
для нормальних і дотичних компонент переміщень та
зусиль (4) отримано систему 5N інтегральних рівнянь:
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Аналогічно на основі знайденої функції Ґріна (12)
отримуємо систему інтегральних рівнянь у випадку, коли
на отворі задані зусилля.
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Введемо в розгляд функцію на узагальненому контурі L
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Отримуємо систему 5N інтегральних рівнянь
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Для розв’язання систем інтегральних рівнянь викорис-
товуємо метод колокацій. Для цього контури  узагальненої
кривої L замінюємо ламаними (S(j) − кількість відрізків
розбиття  j-го контуру, α(j)r  − середини відрізків розбиття
j-го контуру, r=1… S(j)  ). На кожному з прямолінійних
відрізків контурів для фіктивних зусиль задаємо такий
розподіл:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ,i r i r i rT Tξ = δ α ξ

та мінімізуємо нев’язку в контрольних точках колокацій
qα .
У результаті система, що відповідає системі інтег-

ральних рівнянь (13), міститиме ( )
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=
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ричних рівнянь і матиме такий вигляд:
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Аналогічно отримуємо систему лінійних алгебричних
рівнянь, що відповідає системі інтегральних рівнянь (14):
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Власні частоти знаходимо з умови існування нетриві-
ального розв’язку відповідних систем лінійних алгебрич-
них рівнянь.
Характеристики напружено-деформованого стану

вздовж довільного напрямку з нормаллю
( ) ( ) ( )( )1 2,n n nα = α α

r
і дотичною ( ) ( ) ( )( )1 2,τ α = τ α τ α

r

на основі знайдених дискретних значень фіктивних зусиль
на контурі отвору отримуємо з таких виразів:
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Висновки. Комбінуючи відповідні, отримані в роботі,
інтегральні рівняння, можна розглядати випадки різних
типів крайових умов на різних контурах, а також різні
випадки мішаних крайових умов у межах одного контру.

В рамках знайденого розв’язку можна розглядати
випадки, коли контур отвору містить кутові точки та
вироджується в тріщину, оскільки на етапі числового роз-
в’язування методом колокацій проводиться дискретизація
його контуру.
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T. Shopa
To the construction of the solution of the problem on the
vibration of the orthotropic cylindrical non-shallow panel with
the set of the cutouts of the arbitrary configuration

Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and
Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine,

 Ivano-Frankivsk

In the framework of the shell theory that takes into consideration
the shear displacements and the rotation angles around the normal
to the middle surface of the shell the problem on the vibration of
simply supported  orthotropic cylindrical non-shallow panel with the
set  of  cutouts of the arbitrary form, location, and types of boundary
conditions on their contours is considered in the paper. Solution is
built on the base of the sequential approach to the construction of
the Green function. The boundary value problems are reduced to
systems of integral equations that are solved using the collocation
method.
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