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Ребриста пластина являє собою поєднання взаємодію-
чих при деформації елементів — власне пластини і ребер
(одномірних стрижнів). Напружено-деформований стан
кожного з цих елементів, обумовлений у рамках відомих
прикладних теорій, має свої особливості. У зв’язку з цим
при дослідженні ребристих пластин виникає потреба в
побудові спеціальної теорії, що враховує основні особ-
ливості, властиві окремим елементам, і умови їхньої
спільної роботи. Видається, що для розв’язування цієї
задачі ефективним може виявитися чисельно-аналітичний
метод граничних елементів [1, 4].

Диференційне рівняння згину пластини за наявності
ребер має вигляд [3]
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де ),( yxWW =  — прогин пластини; ),( yxqq =  — віль-
ний член рівняння, що враховує не тільки зовнішні
навантаження, але й наявність підкріплювальних ребер у
поздовжньому напрямі, під яким будемо розуміти напрям,
рівнобіжний до осі y (рис. 1).

Застосуванням до (1) методу Канторовича-Власова ця
двовимірна задача може бути зведена до одновимірної,
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бути як суцільного перерізу, так і тонкостінного. Наведено результати
розрахунку запропонованим методом жорстко затисненої по всьому контуру
ребристої пластини при двох варіантах навантаження, зроблено порівняння
з результатами розрахунку в скінченноелементному пакеті ANSYS.
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Рис. 1. Пластина з ребром у поздовжньому напрямі

чого потребує загальна концепція методу граничних
єлементів [4]. Тоді прогин точки серединної площини
пластини

                             ),()(),( xXyWyxW =                           (2)

де )(xX  — функція поперечного розподілу прогинів
пластини, яка має точно описувати форму вигнутої
поверхні пластини в напрямі осі х. Цю вимогу повною
мірою задовольняють криві прогину балки, що має такі
ж умови спирання, як і пластина, у напрямі осі х.
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Існують два способи для вибору цієї функції: статич-
ний і динамічний [4]. При статичному способі прогин
балки визначається величиною прикладеного до неї
статичного навантаження (рис. 2). При динамічному
способі прогини балки виражаються її формами власних
коливань (рис. 3).

Підставимо (2) в (1) і у відомі з теорії згину пластин
вирази статичних параметрів (згинальних  моментів і
зведених поперечних сил). Множачи потім обидві частини
кожного виразу на )(xX  та інтегруючи в межах ];0[ 1l ,
одержимо задачу Коші одновимірної моделі згину прямо-
кутної пластини, підкріпленої поздовжніми ребрами:

            ( ) ( ) ( ) ( )
D
yqyWsyWryW IV =+′′− 422          (3)

за таких початкових умов:
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Диференціальне рівняння (3) за своєю структурою ана-
логічне рівнянню, що описує згин пластин без ребрис-
тих підкріплень, однак вигляд виразів (5) — (7) свідчить
про те, що в (3) враховані параметри ребер.

Кінематичні й статичні параметри згину підкріпленої
пластини зовні збережуть той же вигляд, що й для
пластини без ребер, але чисельно, звичайно, будуть
відрізнятися, бо прогин )(yW , що входить у наведені
нижче вирази, буде відрізнятися від прогину відповідної
«гладкої» пластини:

( ) ( ) ( );, xXyWyxx ′=θ  ( ) ( ) ( );, xXyWyxy ′=θ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ];, xXyWxXyWDyxM x ′′+′′−= µ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ];, xXyWxXyWDyxM y ′′+′′−= µ

( ) ( ) ( ) ( ) ( );1,, xXyWDyxHyxH yx ′′−−=−= µ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ];, xXyWxXyWDyxV yx ′′′+′′′−=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ],, xXyWxXyWDyxVy ′′′+′′′−=

де ),(),,( yxyx yx θθ  — кути поворотів; ),,( yxM x
),( yxM y  — згинальні моменти; ),(),,( yxyx yx θθ  —

крутильні моменти; ),(),,( yxVyxV yx  — попереччні сили.
Отже, при використанні методу Канторовича-Власова

розв’язування основного диференціального рівняння
задачі зводиться до визначення прогину (2), де функція

)(xX  задана, а функція )(yW  визначається у вигляді

Рис. 2. Функції прогинів (статика) Рис. 3. Функції прогинів (динаміка)
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Розв’язок рівняння (3) залежить від коренів відповід-
ного йому характеристичного рівняння, що подаються
виразом

.442
41 srrk −±±=−

Вид фундаментальних функцій визначається співвід-
ношенням між r і s, що залежить від граничних умов на
поздовжніх крайках пластини і параметрів ребер
жорсткості. Тут можливі шість випадків.
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Прогин  )(yW  у кожному з цих випадків запишеться
у вигляді

,)( 44332211 ФCФCФCФCyW +++=

але функції 41 ФФ −  будуть різними.
Кожному з розглянутих вище коренів характеристич-

ного рівняння відповідає своя система фундаментальних
функцій [4].

Розглянемо квадратну пластину, що жорстко закріп-
лена по всьому контуру і завантажена рівномірно розподі-
леним навантаженням (рис. 4).

Пластинка має по одному ребру жорсткості суцільного
квадратного перерізу в кожному напрямі. Це обмеження
ніяк не позначиться на загальності розглянутого
алгоритму МГЕ.

Сформуємо матриці YX ,* , B  і врахуємо, що область
пластини дискретизується на три підобласті зі східчастою
жорсткістю (рис. 5).

Області 0 - 1 і 2 - 3 — це області пластини (з одним
ребром  у поздовжньому напрямі), товщиною h ,
циліндрична жорсткість якої
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а область 1 – 2 теж будемо розглядати як пластину (без
ребер), але товщиною ребраhhh +=1  з циліндричною
жорсткістю
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де 1µ  — усереднений коефіцієнт Пуассона пластини і
ребра.

Матриці МГЕ набувають вигляду, поданого нижче за
текстом.

З (10) випливає, що в матриці *A  потрібно обнулити
перший і третій стовпчики. Далі параметри з вектора Y
переносяться у вектор .*X

Матричне рівняння МГЕ для пластини з ребрами
жорсткості в двох напрямах набуде вигляду (11). Фунда-
ментальні функції та вектор навантаження відповідають
першому варіанту коренів характеристичного рівняння.
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Рис. 4. Квадратна пластина з жорстким закріпленням
по контуру

Рис. 5. Дискретизація пластини на три підобласті
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В (11) малими буквами 1, iij ba  позначені матриці
фундаментальних функцій і навантаження середньої
частини 1 — 2 (рис. 5) як пластини, що не має ребер
жорсткості. Великими буквами 1, iij BA  позначені функції
пластини з ребрами в поздовжньому напрямі.

Прогини частин 0 – 1, 2 – 3  пластини визначаються
виразом

⋅+⋅=⋅= )0()()0([)()(),( 11 θDyADWxXyWyxDW

).()]()()0()()0()( 11141312 xXyByAQyAMyA ⋅+⋅−⋅−⋅

Відповідно, прогин частини 1 – 2 (пластина з ребром
у поперечному напрямі)

⋅+⋅=⋅= )0()()0([)()(),( 111111 θDyaWDxXyWyxWD

).()]()()0()()0()( 11141312 xXybyaQyaMya ⋅+⋅−⋅−⋅

Всі інші параметри згину пластини з ребрами жорст-
кості в двох напрямах визначаються за рівняннями теорії
пружності. У результаті розрахунку обчислені прогин і
згинальний момент у центрі пластини. Результати розра-
хунку подані в табл. 1, де наведені також значення прогину
і згинаючого моменту в центрі пластини, обчислені
методом скінченних елементів у програмі ANSYS.

Таблиця 1

Порівняння результатів (варіант 1)
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Другий варіант розрахунку — квадратна пластина, що
жорстко закріплена по всьому контуру і завантажена
зосередженою силою, прикладеною в її центрі. Результати
розрахунку наведені у табл. 2.

Після побудови фундаментальних функцій, функції
Гріна і формування векторів зовнішніх навантажень
можна реалізувати алгоритм МГЕ [1] для будь-яких гра-
ничних умов і довільної кількості ребер (як суцільного
перерізу, так і тонкостінного) в обох напрямах.

Загальна концепція запропонованого підходу полягає
в наступному. Частини пластини, що мають ребра в
поперечному напрямі (паралельно осі ох), розглядаються
як «гладкі» пластини товщиною ребраhhh +=1 , де h  —
товщина власне пластини, ребраh  — висота підкріплю-
вального  ребра. Для цих модулів справедлива теорія роз-
рахунку «гладких» пластин методом граничних елементів,
докладно викладена в [1, 4], з  відповідними поданнями
фундаментальних функцій, функції Гріна, векторів
навантажень і т.д. Інші модулі — це пластини, підкріплені

Таблиця 2

Порівняння результатів (варіант 2)

ребрами жорсткості в поздовжньому напрямі (паралельно
осі Оу), і для них фундаментальні функції, функції Гріна,
вектори навантажень визначаються виразами, отрима-
ними для ребристих пластин.
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The application of numerical-analytical boundary element method
to the calculation of plates with stiffeners in both directions. In the
differential equation takes into account the parameters of the problem
edges, which can be both solid wire and thin-walled. The results of
calculation rigidly clamped around the contour of the ribbed plate
with two options proposed by the load, and a comparison with the
results of a finite element package ANSYS.
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