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Вступ. Прогнозування ресурсу дефектних тонко-
стінних конструкцій належить до актуальних задач
механіки та матеріалознавства. Якщо тріщиноподібні
дефекти потрапляють у зону напружень стиску, можливим
стає їхнє закриття, яке слід відобразити у розрахунковій
схемі. Для дослідження цього явища в задачах згину
пластин та оболонок доволі ефективною є модель контак-
ту берегів вздовж лінії в лицьовій поверхні [1, 2]. В рамках
такого підходу на сьогодні розв’язана велика кількість
періодичних задач про взаємодію тріщин за згину пластин
з урахуванням контакту берегів [3 – 9]. Зокрема, в працях
[6, 8] розглянуто питання граничної рівноваги пластин з
циклічно симетричною системою радіальних дефектів.
Мета цієї статті – дослідити закономірності контактної

взаємодії берегів зіркоподібної тріщини під час згину
пластини. Методом сингулярних інтегральних рівнянь
досліджуються випадки дії рівномірного всебічного згину
та зосередженої поперечної сили.

Постановка та інтегральне рівняння задачі. Розгля-
немо безмежну ізотропну пластину ],[),,( hhzyx −×∈ 2R ,
послаблену циклічно симетричною системою N раді-
альних розрізів завдовжки l , внутрішні вершини яких
сполучаються в одній точці (рис. 1). Сукупність дефектів
назвемо зірчастим розрізом (тріщиною), яка складається

з N віток. Зовнішнє згинальне навантаження задається
відомою функцією основного напруженого стану безде-
фектної пластини. Досліджуємо вплив контакту берегів
розрізів на граничний стан пластини.
Пружна рівновага пластини з циклічно періодичною

системою тріщин описується рівняннями узагальненого
плоского напруженого стану та технічної теорії згину:
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Рис. 1. Схема зірчастої тріщини
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де ϕ  – функція Ері, w  – прогин пластини, ∆  – оператортор

Лапласа, q – поперечне навантаження, U
1−

0=

=
N

k
kLL  –

сукупність віток тріщини.
Сформулюємо взаємозв’язані крайові умови симет-

ричної задачі на розрізі з урахуванням взаємодії його країв
[1, 2]. За циклічної симетрії такі умови достатньо записати
тільки на одній ділянці дефекту, наприклад, на відрізку

),( lL 0=0 , що належить осі абсцис:

0∈0=−0=ϑ− LyxshNMhsu yyyy ),(,,][][ .    (2)

Тут ][],[ yyu ϑ  – розриви переміщень у серединній пло-
щині пластини і кута повороту нормалі, yN  – мембранне
зусилля, yM  – згинальний момент..
Для розв’язання крайової задачі (1), (2) із заданою

поведінкою розв’язків на безмежності використано метод
сингулярних інтегральних рівнянь [10, 11]. Інтегральні
подання мембранних зусиль і згинальних моментів на
лінії тріщини мають вигляд:

,)(][),(
4

)0,(
0

11 ξξ′ξ
π

= ∫ duxKBxN
L

yy

ξξ′ϑξ
π

−= ∫ dxKDaxMxM
L

yyy
0

)(][),(
4

)0,()0,( 33
0 ,     (3)

∑
1−

0=
2

2

211






−
π2













 2
+1=ξ

N

k

yx

N
k

r

z

r
zxK cos),(

,sin




π2













 2
−1− 2

2

2 N
k

r
z

r
z yy

∑
1−

0=
2

2

0233






+
π2













 2
κ−1=ξ

N

k

yx

N
k

r

z

r
zxK cos),(

;sin
N

k
r

z

r

z yy π2












 2
−1κ+

2

2

20

222 +=
π2

ξ=−
π2

ξ= yxyx zzr
N

kzx
N

kz ,sin,cos .

Тут EhB 2= , ))(( 23 ν−132= EhD , ))(( ν−1ν+3=a ,
)()( ν+3ν−1=κ0 , E  і ν  – модуль Юнга та коефіцієнт

Пуассона матеріалу пластини, )0,(0 xM y  – відома функція
основного напруженого стану.
Підставляючи вирази (3) в крайові умови (2) і виклю-

чаючи функцію ][ yu , приходимо до інтегрального рів-
няння для визначення стрибка кута повороту нормалі:
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Шуканий розв’язок підпорядковуємо додатковим
умовам:
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Методом квадратур [10, 11] побудовано числовий роз-
в’язок задачі (4), (5). За знайденим стрибком кута пово-
роту визначено функцію ][ yu , а потім коефіцієнти інтен-
сивності мембранних зусиль та згинальних моментів в
околі вершин тріщин:
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Руйнівне навантаження знаходили з енергетичного
критерію лінійної механіки руйнування при комбінова-
ному розтягу-згині [12]:
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де ∗γ  – густина ефективної поверхневої енергії матеріалу..
Всебічний рівномірний згин. У цьому випадку

const,)0,(0 == mxM y .

За різної кількості променів тріщини при 3.0=ν  під-
рахували безрозмірні значення коефіцієнтів інтенсивності
зусиль та моментів, а також руйнівного навантаження
(табл. 1). На рис. 2 наведено розподіл контактних зусиль
вздовж розрізу. З урахуванням контакту берегів втрача-
ються немонотонні залежності коефіцієнтів інтенсивності
та граничного навантаження від кількості променів,
властиві згинові за відсутності контакту. При збільшенні
кількості розрізів контактна реакція виходить на асимп-
тоту, характерну для періодичної системи близько розта-
шованих паралельних тріщин [3].

Поперечний згин зосередженою силою. У разі попе-
речного згину пластини несамозрівноваженим наванта-
женням її належить додатково закріпити вздовж якогось
контура. Оберемо за такий контур коло 222 Ryx =+ .
Домовимося, що lR >> , тоді взаємодією тріщини з краєм
можна знехтувати, а вплив закріплення враховувати лише
у функції основного напруженого стану.
Розглянуто випадок прикладання зосередженої сили

у центрі зірчастої тріщини:

)(),( 22 yxPyxq +δ= ,

де (...)δ – функція Дірака. Тоді [13] для затиснутого краю
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Табл. 2 і табл. 3 демонструють зміну безрозмірних
значень коефіцієнтів інтенсивності зусиль та моментів і

граничного навантаження для різної кількості віток
тріщини при 3.0=ν  та 5/ =lR . Розподіли контактних
зусиль на лінії розрізу подано на рис. 3. Спостерігається
посилення взаємодії країв при збільшенні кількості віток
дефекта та поява логарифмічної особливості в контактних

Таблиця 1

Коефіцієнти інтенсивності зусиль і моментів та граничне навантаження  за всебічного згину

Таблиця 2

Коефіцієнти інтенсивності зусиль і моментів та граничне навантаження під зосередженою силою (затиснутий край)

Таблиця 3

Коефіцієнти інтенсивності зусиль і моментів та граничне навантаження під зосередженою силою
(шарнірно опертий край)
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силах в околі початку координат. Крім того, несуча здат-
ність дефектної пластини з шарнірно опертим контуром
є очікувано меншою, ніж у разі жорсткого затиснення.
Для всіх розглянутих випадків навантаження при N=2

отримали числові результати, які узгоджуються з точними
аналітичними розв’язками для прямолінійної тріщини
завдовжки 2l [1, 2].

Висновки. Врахування контакту поверхонь тріщин
при згині пластини призводить до підвищення значень
граничного навантаження і за рахунок появи мембранних
напружень підсилює ефект взаємовпливу дефектів
порівняно з випадком відсутності контакту.
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Bending of plate with star crack which edges contact
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The phenomenon of a cracks closure in the bending plates has
been considered in the classical two-dimensional statement. The
cyclic-symmetrical problem for an infinite plate with star shaped crack
has been solved. The surface contact influence on the stress and
limited balance state of plate has been investigated.
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