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Вступ. Найбільш небезпечними дефектами з погляду
механіки руйнування є тріщини і наскрізні отвори, що
виникають як на стадії виготовлення конструкції, так і в
процесі експлуатації. Їх наявність в умовах дії експлуа-
таційних навантажень  (механічних,  теплових,  радіацій-
них) ініціює в конструкції значні поля напружень в околі
дефекту і може призводити як до його зростання, так і до
глобального руйнування всієї конструкції.
Найперспективнішим для розв’язання проблеми діаг-

ностування наявності пошкоджень є комплексний підхід,
що поєднує експериментальні дослідження й ефективні
методи ідентифікації математичної моделі деформації
конструкції за наслідками спостережень за конструкцією
в процесі експлуатації. В основу цих методів можуть бути
покладені розв’язки геометричних обернених  задач, що
дозволяють ідентифікувати параметри математичної
моделі за наслідками непрямих вимірювань, таких, напри-
клад, як дані про зміну частотного спектру конструкції з
пошкодженням [1, 2], дані про зміну характеристик
напружено-деформованого стану [3].
У цій статті розвивається метод ідентифікації розта-

шування і розміру дефекту тонкостінної оболонки за
експериментальними даними, який здійснює парамет-
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ІДЕНТИФІКАЦІЯ ПОШКОДЖЕНЬ
ТОНКОСТІННИХ ОБОЛОНКАХ ЗА
РЕЗУЛЬТАТАМИ СПОСТЕРЕЖЕНЬ
Розглянуто метод і алгоритм ідентифікації пошкоджень тонкостінної
оболонки за результатами спостережень. Розташування та розмір пошкод-
ження визначено з розв’язання оберненої геометричної задачі, обґрунтовано
вибір точок спостереження, який забезпечує точність та стійкість
розв’язку. Наведені результати ідентифікації пошкоджень у вигляді тріщини
та наскрізного отвору, порівнюються результати відновлення невідомих
параметрів, отримані з використанням різних сіток вимірювань.

ідентифікація, циліндрична оболонка, пошкодження, обернена задача

ричну ідентифікацію пошкодження на основі ітераційного
процесу мінімізації цільової функції параметрів, які порів-
нюються. Вказана функція описує відхилення значень
деформацій поверхні оболонки, виміряних у процесі
експлуатації, від відповідних значень деформацій, отри-
маних в обчислювальному експерименті з використанням
математичної моделі деформації конструкції з пошкод-
женням. Розроблений метод дозволяє отримати набір
параметрів, який однозначно описує розташування і
розмір дефекту у вигляді тріщини або наскрізного отвору.

Постановка задачі. Розглядається тонкостінна цилін-
дрова оболонка, що знаходиться під дією експлуатацій-
ного навантаження та має пошкодження.
Для ідентифікації пошкодження тонкостінної конс-

трукції в процесі експлуатації необхідно забезпечити мож-
ливість спостереження за вказаною системою з подаль-
шою інтерпретацією отриманої інформації на основі
математичної моделі. Передбачається, що потрібна для
розв’язання поставленої задачі інформація, що описує
спостережуваний стан пружної системи, може бути отри-
мана з експерименту. На поверхні оболонки встановлю-
ют сенсори, які реєструють характеристики напружено-
деформованого стану в процесі спостереження.
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Метою цього дослідження є:
а) створення вимірювального комплексу для прове-

дення лабораторного експерименту з визначення напру-
жено-деформованого стану тонкостінної оболонки з
пошкодженням, що знаходиться під дією осьового стиску;
б) створення моделі вимірювання за допомогою

обґрунтованого вибору характерних параметрів напру-
жено-деформованого стану, що підлягають вимірюванню;
вибору відповідного способу вимірювання, тобто вибору
сенсорів, що забезпечують адекватній реальному процесу
деформації процес вимірювань; способу розташування
сенсорів на поверхні конструкції;
в) ідентифікація невідомих характерних параметрів

пошкодження – координат вершин пошкодження, на
основі створеної моделі розв’язування оберненої задачі.

Математична  модель прямої і оберненої задач.
Тонкостінна циліндрова оболонка, що розглядається,
займає  багатозв’язну просторову область
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11 −= rK,p  – кількість відрізків ламаної, при цьому вузли
ламаної лінії повинні збігатися з вузлами сітки прямої
задачі. Координати вершин ламаної лінії описують
область r -го пошкодження і складають вектор невідомих
параметрів оберненої задачі { }r
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Геометрична обернена задача теорії оболонок полягає
у визначенні вектора { }r

k
r
k ,H 21 ξξ=  за виміряним в

експерименті значенням характерних параметрів напру-
жено-деформованого стану в точках спостережень nγ .
При виборі характерних параметрів, що підлягають

вимірюванню, використовувалися результати теоре-
тичного дослідження [4], з якого випливає, що найбільш
інформативними характеристиками в задачі відновлення
властивостей оболонкової конструкції за відомими пара-
метрам напружено-деформованого стану є мембранна ijε
і згинна ijχ складові деформації.
Обернена задача  формулюється у варіаційній поста-

новці і  зводиться до задачі мінімізації цільового функціо-
нала, який задає середньоквадратичне відхилення значень
деформацій )H,X(σ , обчислених з використанням мате-
матичної моделі прямої задачі,  від відповідних значень

*σ , виміряних у точках спостережень nγ :

( )( )*,H,X)H(J σσρ= , HH ∈ , U* ∈σ .

Тоді розв’язок оберненої задачі можна подати у такому
вигляді:

( )( )*

HH
,H,XinfargH σσρ=

∈
,  HH ∈ , U* ∈σ ,    (1)

де ( )( )*,H,X σσρ  – функціонал-нев’язка;  H  – область
зміни невідомих оберненої задачі; U  – множина  можли-

вих деформівних станів оболонки;  ( ) { }
nijnij ,H,X χε=σ ;

{ }
n

*
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*
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* ,χε=σ , N,n 1= ; n  – номер точки спостережень;
N   – кількість точок спостережень; 21,j,i = .
Для визначення відповідних розрахункових значень

деформацій ( )H,Xσ  у точках nγ  поверхні оболонки
використовується математична модель оболонки, що
деформується, яка описується системою нелінійних дифе-
ренціальних рівнянь у частинних  похідних [5]:

( ) ( )( ) 0=XH,H,XUL ;                          (2)

( ) ( )( ) 0=XH,H,XULГ ,                        (3)

де ( ) ( )⋅⋅ ГL,L  – задані диференційальні оператори, що
діють в області Ω , займаною оболонкою, і на контурі  Γ
області Ω   відповідно; { }321 ξξξ= ,,X  – вектор просто-о-
рових координат;  ( ) { }w,u,uH,XU 21=  – вектор-функція
переміщень у напрямах 321 ξξξ ,, .
Складові тангенціальної ijε  і згинальної ijχ деформації

визначаються з геометричних співвідношень, які зв’язують
деформації і переміщення серединної поверхні оболонки:
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де ijB  – кривина серединної поверхні оболонки.
Метод розв’язування.  Для розв’язання прямої задачі

(2), (3) здійснюється перехід до дискретної моделі обо-
лонки з використанням методу скінченних елементів. Для
опису невідомих функцій прямої і оберненої задач на
області, зайнятій оболонкою, вводяться сітки:

– сітка  з вузлами sX  для описання розв’язку  прямої
задачі (2), (3), де { }sss ,X 21 ξξ= , S,s 1= , а компоненти
вектор-функції ( )H,XU  – ( )Hui , ( )Hw  зображуються у
вигляді векторів  { }Siiii u,...,u,uu 21= , 21,i = ;

{ }Sw,...,w,ww 21= ;
– сітка  з вузлами kX  для опису вектора невідомих

оберненої задачі, де { }kkk ,X 21 ξξ= , K,k 1= , а веектор
невідомих координат вершин пошкодження зображається
у вигляді  { }KK ,,...,,,,H 2122211211 ξξξξξξ= ;

– сітка  з вузлами nX   для опису виміряних в
експерименті значень деформацій оболонки в точках nγ ,
де N,n 1=  (усі вузли nX   обираються з числа sX ), а
результат вимірювань зображується у вигляді вектора
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2211 .

Ця система подається у вигляді ансамблю скінченних
елементів. Невідомі функції прямої і оберненої задач на
елементі зображаються для локальної системи координат
за допомогою апроксимацій через вузлові значення. Після
виконання  процедури методу Рітца для задачі (2), (3) при
відповідній апроксимації невідомих функцій і підсумову-
ванні матриць елементів отримуємо систему  алгебраїч-
них рівнянь:

RKU = ,                                     (5)
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міщень; [ ] [ ] [ ]TK B D B=  – матриця жорсткості; B –
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матриця функцій форми; D – матриця пружності; R –
вектор правих частин.
У результаті розв’язання системи рівнянь  (5)  отри-

муємо  вектор переміщень, а компоненти вектора дефор-
мацій можуть бути отримані з геометричних співвідно-
шень теорії оболонок (4) шляхом підстановки в них ком-
понент вектора переміщень. Спільно із заданим вектором
результатів вимірювань *σ  це дозволяє сформувати
вектор нев’язок ( ) { } ( ){ }*

nn H,XH σ−σ=ε=ε , N,n 1= ,
потрібний для обчислення функціонала-нев’язки в (1):

( ) ( )( ) ( )( )*
n

T*
n H,XH,XHJ σ−σσ−σ= .       (6)

Для виконання числової мінімізації функціонала (6)
використовуватимемо метод Ньютона-Рафсона, тоді
ітераційний процес пошуку вектора параметрів Н матиме
вигляд:

( )( ) ( )pp
p

pp HJHJhHH ′′′−=
−+ 11 ,           (7)

де  ( )pHJ ′′ – гесіан функціоналу J  у точці pH ; ( )pHJ ′ –
градієнт функціоналу J  у точці pH ; ph  – величина
кроку, яку можна регулювати; p  –  номер кроку ітерацій-
ного процесу.
Компоненти градієнта і гесіана функціоналу можна

зобразити так:
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де jH , iH  – компоненти вектору параметрів.
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 будується чисельно. Оскільки

наявність дефекту ініціює в системі напружено-дефор-
мований стан, розподіл якого є істотно неоднорідним по
поверхні оболонки і характеризується швидкою зміною
рівня деформацій за обома координатами, то розглянута
задача належить до класу погано обумовлених, а алгоритм
формування її розв’язку (7) може виявитися нестійким.
Істотний вплив на обумовленість оберненої задачі, а також
на точність і  регулярність її розв’язку здійснює вибір
розташування і кількості точок спостереження.
Передбачається, що серед результатів вимірювань

компонент вектора  деформацій у вузлах сітки nX , тобтоо
повного вектора вимірювань, існують інформативні і
неінформативні данні.
У цій статті вибір інформативних точок вимірювань

пропонується здійснювати з умови мінімуму норми
різниці векторів невідомих оберненої задачі, побудованих
з використанням інформативного вектора спостережень,
і повного вектора спостережень:

     ( )( ) ( )( ) minHHHHJ n
T

n
n →γ−γ−= ∑ ,          (8)

де ( )nH γ  – вектор невідомих оберненої задачі,  визначе-
ний з ітераційної процедури (7) з використанням при
побудові функціонала-нев’язки (1)  інформативного век-
тора спостережень; Н – вектор, який обчислюється з
використанням  повного вектора спостережень.
При цьому сітка можливих вимірювань задана і

збігається із сіткою прямої задачі { }sss ,X 21 ξξ= , S,s 1= .
Для визначення інформативних компонент вектора
спостережень   пропонується подати вектор нев’язок

{ } ( )( )*
nn H,X σ−σ=ε=ε   у вигляді двох незалежних

векторів 1ε , 2ε  розмірності 11 ×N , 12 ×N  відповідно,
NNN =+ 21 (для визначеності будемо вважати, що ком-

поненти вектора  1ε  обчислені в  інформативних точках
спостереження).
Для формування векторів 1ε , 2ε  вводяться функції

належності  j
nu  ( N,n 1= , 21,j = )  компонент вектора  ε

векторам 1ε  і  2ε   у вигляді:

( ) ( )
11

1
nn XXXu −δ= ; { }

11 11
11

1 N
n,,nI,In K=∈ ;

( ) ( )
22

2
nn XXXu −δ= ; { }

NN
n,,nI,In 22

22
2 11

K
+

=∈ ;

∅=∩ 21 II ,

де ( )
pnXX −δ   –  функція Дірака; 1N   – кількість нену-

льових компонент вектора  1ε .
У результаті формується вектор нев’язок, номери ком-

понент якого і визначають інформативні компоненти з
компонент повного вектора спостережень. Інформативні
компоненти вектора спостережень використовуються при
визначенні  вектора невідомих оберненої задачі в ітера-
ційній процедурі (7).

Опис лабораторного експерименту. Для проведення
експерименту були використані точені циліндричні обо-
лонки з пошкодженнями у вигляді тріщини і наскрізного
отвору. Вимірювання характерних спостережуваних
параметрів – тангенціальної *

ijε  і згинної *
ijχ  складових

деформації – проводилися з використанням тензорезис-
торів КФ5П1-3-200-Б-12, які були наклеєні на зовнішній
і внутрішній поверхнях оболонки. Сенсори встанов-
лювалися у двох взаємноперпендікулярних напрямах, що
збігаються з вибраними осями координат моделі обо-
лонки. Таке розташування сенсорів дає змогу вимірювати
значення деформацій  22112211 χχεε ,,, .
Вимірювання тензорезісторів фіксувалися за допомо-

гою  багатоканальної тензометричної станції.
Оболонка знаходилась під дією рівномірно розподі-

леного осьового стиску. Навантажувальний пристрій
складався з двох сталевих плит, які мають товщину 50
мм. Одна з плит кріпилася до основи фундаменту і була
нерухомою, друга переміщалася паралельно підставі по
напрямних стійках. Дослідна циліндрична оболонка і
динамометр розташовувалися між плитами, наванта-
ження здійснювалося за допомогою гайок, встановлених
на напрямних стійках, і реєструвалося динамометром.
Були реалізовані граничні умови, які відповідають

нерухомому шарнірному спиранню торців оболонки.
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Результати обчислювального експерименту.
Запропонований підхід був застосований для ідентифікації
пошкоджень у вигляді тріщини і наскрізного отвору обо-
лонки, що знаходиться під дією рівномірного осьового стис-
ку. Як об’єкт дослідження розглядалася точена тонко-
стінна циліндрична оболонка, виготовлена з матеріалу
АМГ-6 та має такі  геометричні параметри: ммL 200= ;

ммR 70= ; мм.h 021= , де L , R , h  – довжина, радіус і
товщина оболонки.

 Було розглянуто випадки ідентифікації тріщини, яка
розташована паралельно криволінійній кромці оболонки,
і наскрізного отвору довільної форми.

Модель вимірювання. Для формування вектора значень
деформацій *σ  використовувалися результати  експеримен-
тального дослідження. Сенсори розташовувалися рівно-
мірно по поверхні оболонки з кроком мм401 =ξ∆ ,

мм422 =ξ∆ . Оскільки база тензорезистора має геомет-
ричні розміри 4×2 мм, то за значення деформацій, обчис-
лених з використанням математичної моделі, вибирались
середні значення за елементами дискретної моделі оболонки,
що займають площу під сенсором.
Оцінювання точності застосованого методу визна-

чення деформацій поверхні оболонки здійснювалося
шляхом розв’язування контрольних теоретичної і експе-
риментальної задач з відомими даними про параметри
оболонки, розташування і розміри тріщини, параметри
навантаження.
Теоретичне розв’язування контрольної задачі здійсню-

валося за допомогою методу скінченних елементів. На
основі розв’язку прямої задачі було обчислено значення
деформацій для елементів сітки, що збігаються з точками
встановлення сенсорів.
У табл. 1 наведено результати порівняння експеримен-

тальних і розрахункових значень деформацій, відхилення
виміряних в експерименті значень деформацій від
отриманих при розв’язанні задачі (2), (3) з використанням
методу скінченних елементів не перевищує 6 %.

Вибір точок спостереження. Далі для отримання
регулярних розв’язків оберненої задачі здійснювався
вибір місця розташування точок спостережень,  що
забезпечують виконання умови (8). Схема розташування
сенсорів для задачі відновлення місця розташування
тріщини наведено на рис. 1. Слід  зазначити, що серед
шести вибраних сенсорів два розташовано в околі
тріщини, а інші – на різній віддалі від неї.

Ідентифікація пошкоджень. Ідентифікація вектора
невідомих оберненої задачі  виконувалась в ітераційному
процесі (7) за результатами показів сенсорів, вибраних
на попередньому етапі.
На рис. 2, рис. 3 зображено результати ітераційного

процесу відновлення координат вершин пошкоджень у
вигляді тріщини (відповідає рис. 2) і наскрізного отвору
(відповідає рис. 3). За початкове наближення було вибрано
область (на рис. 2 і рис. 3 межа області зображена штрих-
пунктирною лінією), в якій спостерігалися найбільші
відхилення значень деформацій від відповідних значень,
отриманих для непошкодженої оболонки. Координати
вершин ламаної лінії, що обмежує цю область, було прий-
нято за початкове наближення до компонент вектора неві-
домих оберненої задачі. Реальні пошкодження позначені

тонкою суцільною лінією; пунктирними лініями позначені
контури наближень, отримані на ітераціях методу Нью-

        Таблиця 1

Результати порівняння експериментальних і
розрахункових значень деформацій

Рис. 1

Рис. 2
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тона (номер біля наближення до межі  дефекту відповідає
номеру ітерації), суцільна жирна лінія зображає результат
відновлення форми і розташування отвору й тріщини.
Слід зазначити, що в результаті виконання перших

ітерацій методу Ньютона область початкового наближення
збігається до реальних розмірів пошкодження, на подальших
ітераціях відбувається уточнення координат вершин.

 Вплив вибору точок спостережень на результати
ідентифікації. Було досліджено вплив вибору точок
спостереження на результати відновлення координат вершин
межі області пошкодження. Порівнювались результати
відновлення межі області пошкодження для трьох типів сіток
вимірювань. У першому випадку (сітка 1) точки вимірювань
рівномірно розподілені по поверхні оболонки (вибрано 25
точок спостереження), в другому  випадку  (сітка 2) точки
вимірювань вибиралися так, щоб забезпечувалося виконання
умови (8) (вибрано 6 точок спостереження), в третьому (сітка
3) – точки вимірювань вибиралися в околі пошкодження, за
результати вимірювань використано покази сенсорів № 3,
4, 5 (номери і розташування сенсорів подано на  рис. 1).

На рис. 4 для розглянутих типів сіток вимірювань зобра-
жено характер поведінки норми функціонала-нев’язки (6)
на ітераціях методу Ньютона. З аналізу рис. 4 можна зробити
висновок, що спеціальний вибір точок спостережень (сітка
2), відповідний виконанню умови (8), забезпечує більш
швидке зменшення значень норми функціонала-нев’язки,
потрібна точність відновлення координат вершин пошкод-
ження досягається на 5-й ітерацій. При використанні рівно-
мірної сітки  (сітка 1) збільшується розмірність матриці
оберненої задачі, що призводить до погіршення її обумов-
леності і швидшого накопичення обчислювальної похибки,
зменшення значень норми функціонала-нев’язки відбува-
ється повільніше, а для отримання результату ідентифікації
треба виконати 9 ітерацій.
При використанні показів сенсорів, розташованих тільки

в околі тріщини (сітка 3), не вдається отримати задовільний
результат ідентифікації, значення норми функціонала-
нев’язки зі збільшення номера ітерації не зменшуються.
У табл. 2 наведено результати відновлення координат

вершин тріщини, які отримано з використанням різних сіток
вимірювань. Аналізуючи результати можна бачити, що у разі
використання сітки 2, що відповідає виконанню умови (8),
відносна похибка відновлення координат вершин пошкод-
ження менша, крім того, для досягнення заданої точності
ідентифікації координат вершин потрібно виконати меншу
кількість ітерацій (наведені результати отримані на 5-й
ітерації методу Ньютона).
При використанні значень характеристик напружено-

деформованого стану, виміряних тільки в околі пошкод-
ження (сітка 3), найбільша відносна похибка відновлення
координати вершини перевищує 20 % і не зменшується зі
збільшенням номера ітерації (наведені результати, які
отримані на 8-й ітерацій методу Ньютона).

Висновки. Розроблений експериментально-розрахун-
ковий метод і алгоритм ідентифікації дозволяють визначати
геометричні параметри пошкодження з використанням
результатів спостережень за характеристиками напружено-
деформованого стану оболонки в процесі експлуатації;
запропонований підхід дозволяє визначити розташування і
кількість точок спостереження, використання значень
деформацій, в яких при побудові функціонала оберненої
задачі дає змогу отримати стійкий розв’язок  геометричної
оберненої задачі.
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Таблиця 2

Результати відновлення координат вершин тріщини
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Identification of damages in thin-walled shells, which is
observed

Dniepropetrovsk National University named by O. Gonchar

The method and algorithm of identification damages of thin-
walled shell with use of supervision results is considered. Location
and the size of damage using the solution of a geometrical inverse
problem are defined, the location of supervision points which provides
accuracy and stability of solution, is choose. Results of identification
of damages to a type of a crack and a hole are given. Results of
identification of unknown parameters, which are received with use
of different grids of measurements, are compared.
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