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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОФИЛЯ ЗУБА 
ЗВЕЗДОЧКИ ЦЕПНОЙ ПЕРЕДАЧИ 

 

Введение. Актуальность задачи. 
Общеизвестно, что основной причиной выхода из строя цепных втулочно-

роликовых передач является абразивный износ шарниров цепи [1]. Однако во многих 
случаях на первый план выходит проблема ускоренного абразивного износа рабочих 
профилей зубьев звездочек. К таким случаям относятся: 

– передачи сельскохозяйственного и горного машиностроения, работающие в 
условиях повышенной запыленности [2]; 

– передачи со втулочными цепями без роликов, часто применяемые в автомоби-
лестроении с целью экономии массы; 

– звездочки ведущих колес гусеничной техники [3] (по своей геометрии и кине-
матике они аналогичны цепной втулочной передаче).  

Поэтому разработка новых профилей зубьев звездочек цепных передач и веду-
щих колес, обеспечивающих уменьшение проскальзывания ролика (или цевки для гу-
сеничного движителя) и, соответственно, снижение интенсивности износа, является ак-
туальной научно-практической задачей современного машиностроения. 

 

Постановка задачи.  
Рабочий профиль зуба звездочки втулочно-роликовой цепи в настоящее время 

стандартизован по ГОСТ 591-69 [4]. По этому стандарту он описывается дугами ок-
ружностей, которые образуют выпуклый профиль на головке зуба и вогнутый во впа-
дине. Такой профиль не отвечает требованиям теории зацеплений, поэтому при работе 
происходит неравномерная передача нагрузки и быстрый износ зубьев. 

Цепные втулочно-роликовые передачи (также как и цевочные) относятся к пере-
дачам зацеплением, особенностью которых является известная заранее круглая форма 
контактирующей поверхности одного из элементов зацепления. Для цевочной передачи 
это цевочное колесо, а для цепной – втулка или ролик цепи. Еще одной особенностью 
цепной передачи является наличие, помимо фаз входа и выхода зуба из зацепления, фа-
зы выстоя. Для осуществления правильного зацепления в передаче должно выполнять-
ся не только основное уравнение зацепления [5], но и соблюдаться условие плавного 
пересопряжения зубьев, которое обеспечивается единством мгновенного центра скоро-
стей шатуна заменяющего четырехзвенного механизма [6, 7] и общей центроидой. 

Если рассмотреть про-
филь зуба звездочки (рис. 1), то 
на нем можно выделить три ос-
новных участка: 

– головка I с выпуклым 
профилем, которая в наиболь-
шей мере подвержена износу; 

– переходная вогнутая 
дуга II, служащая для сопряже-
ния головки и впадины; 

– впадина между зубьями 
III, служащая для размещения 
ролика или втулки цепи  
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Рис. 1 – Схема профиля зуба звездочки цепной 
втулочно-роликовой передачи: 

І+ІІ – активный профиль; ІІІ – впадина 
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в фазе выстоя. Профиль впадины выполняется по дуге окружности и при любом подхо-
де к синтезу ее радиус r должен быть равным или несколько большим радиуса втулки 
или ролика. 

Сумма участков I и II представляют собой активный профиль зуба звездочки. 
В процессе решения задачи синтеза требуется найти профиль зуба на участках I и 

II и обеспечить плавное сопряжение активного профиля и впадины в граничной точке Е. 
Для решения поставленной задачи представляется целесообразным применить ме-

тод синтеза так называемого эволютного зацепления на основе построения Бобилье, 
предложенный А.И. Павловым [7, 8]. Построение Бобилье заключается в замене зубча-
того зацепления эквивалентным четырехзвенным шарнирно-рычажным механизмом, 
исследование которого существенно упрощает задачу синтеза. Также несомненным 
достоинством вышеуказанного метода является возможность получения профилей 
зубьев по заданным геометро-кинематическим характеристикам передачи, в том числе 
и с учетом коэффициента трения в зацеплении.  

Решение задачи синтеза выполняется в следующей последовательности. 
1. Выполнение построения Бобилье для цевочного и цепного втулочно-

роликового (втулочного) зацепления. 
3. Задание начальных условий для синтеза. 
2. Решение дифференциального уравнения, описывающего построение Бобилье. 
 
Построение Бобилье для цевочного зацепления. 
Это построение, справедливое и для цепного зацепления, выполнено в работах 

[9, 10]. На его основе получено следующее обыкно-
венное дифференциальное уравнение (ОДУ) 2-го по-
рядка, описывающее профиль эволютного зуба, нахо-
дящегося в зацеплении с цевкой или втулкой (ниже 
будем вести все рассуждения для случая цепной вту-
лочной передачи, как наиболее подверженной износу 
профиля зуба): 
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где x0, y0 – координаты точек профиля зуба звездочки 
в системе координат, центр которой совпадает с по-
люсом зацепления Р, а ось x0 является касательной к 
делительной окружности радиусом r0 (рис. 2); f – ко-
эффициент трения скольжения в зацеплении; 
k=hsinα0 – так называемый коэффициент разновидно-
сти зацепления [8] (один из важнейших параметров, 
позволяющий управлять геометрическими характе-
ристиками синтезируемой передачи, здесь h – рас-
стояние между полюсом зацепления и центром вра-
щения шатуна заменяющего механизма; α0 – угол за-
цепления в полюсе); 
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Рис. 2 – Системы координат, 

применяемые при синтезе про-
филя зуба звездочки: 

Р – полюс зацепления; 
r0 – радиус делительной 

окружности 
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Для удобства решения запишем ОДУ (5) в форме Коши, 
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и приведем его к системе двух ОДУ 1-го порядка, 
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В качестве начальных условий будем использовать прохождение кривой, описы-

вающей профиль зуба звездочки, в начальный момент зацепления через полюс Р. Зна-
чения коэффициента разновидности k выбираются из рекомендаций [8]. 

 
Решение дифференциального уравнения, описывающего построение Бобилье. 
Для решения ОДУ (2) или равноценной системы (3) могут быть применены сле-

дующие методы. 
1. Аналитические. Рассматриваться не будут, ввиду их громоздкости и неудоб-

ства дальнейшей компьютерной реализации при построении профилей звездочек и ис-
следовании их геометро-кинематических и прочностных характеристик. 

2. Приближенное решение в виде степенных рядов. Этот подход был успешно 
реализован А.И. Павловым при синтезе исходных контуров эволютных зубчатых пере-
дач, а в дальнейшем применен авторами для синтеза профиля зуба звездочки [8, 10]. В 
качестве средства программной реализации использовался комплекс "Vissim". Пре-
имущество такого подхода заключается в простоте получения решения и удобстве по-
строения профиля зуба, нахождения его кривизны и исследования характеристик. Не-
достаток – решение получается в виде полиномов высоких нечетных степеней (обычно 
7-й степени), что приводит к его неустойчивости и большим отклонениям от теорети-
чески точного профиля в приполюсной зоне (в особых точках и их окрестностях при 
смене знака кривизны профиля). 

3. Численное решение на основе современных методов, таких как метод Рунге-
Кутта [11]. Может быть выполнено при помощи программных пакетов, например Maple 
или MathCAD [12]. В этом случае решение представляет собой набор координат точек 
профиля зуба звездочки. Преимущество такого подхода заключается в простоте ком-
пьютерной реализации, а недостаток – в отсутствии уравнения профиля зуба, что не да-
ет возможность напрямую исследовать характеристики зацепления. Однако этот недос-
таток может быть устранен двумя факторами: 

– исследование контактного взаимодействия зуба и втулки целесообразно вы-
полнять методом конечных элементов (МКЭ). Для его применения вполне достаточно 
иметь координаты точек профиля зуба; 

– при исследовании качественных показателей зацепления (кривизны профиля, 
скоростей скольжения, контактных давлений, интенсивности износа и т.д.) можно при-
менить подход, предложенный в работах [13, 14]. Он заключается в аппроксимации 
профиля сплайнами, например, кривыми Безье. В дальнейшем по этой аппроксимации 
можно получить значения кривизны профиля и других геометро-кинематических ха-
рактеристик. 
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Таким образом, в дальнейшем исследованиях мы будем опираться на численное 
решение задачи синтеза. Для этого воспользуемся методом Рунге-Кутта IV порядка 
точности [11], как наиболее распространенного в наше время при решении ОДУ в связи 
с достаточной точностью и относительной простотой. Программная реализация будет 
выполняться в системе MathCAD [12] при помощи встроенной функции Rkadapt: 

 

S=Rkadapt(у, х1, х2, n, F), 
 

которая возвращает матрицу решений S методом Рунге-Кутта IV порядка с адаптивной 
подстройкой шага интегрирования по требуемой точности решения для системы ОДУ с 
начальными условиями в векторе у; правые части уравнений записаны в символьном 
векторе F; х1, х2 – начальное и конечное значения интервала решения; п – число шагов. 

В качестве примера на рис. 3 пока-
зан синтезированный по предложенной ме-
тодике профиль зуба звездочки со следую-
щими основными параметрами: число 
зубьев z=20; шаг цепи t=25,4мм; коэффи-
циент трения скольжения f=0,2; коэффици-
ент разновидности k=–5. Для удобства мо-
делирования звездочки и передачи в целом 
профиль построен в системе координат x, y, 
центр которой совпадает с центром враще-
ния колеса, а ось y совпадает с осью сим-
метрии зуба (рис. 2), 
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где ψ – центральный угол, соответствую-
щий половине толщины зуба по дуге дели-
тельной окружности. 

 
Аппроксимация профиля зуба кривыми Безье. 
Как известно [11], любую кривую, представленную как аналитически, так и таб-

лично, можно аппроксимировать с достаточной степенью точности различного вида 
сплайнами. В качестве универсального описания предлагаются кривые и поверхности 
Безье, которые широко используются в системах автоматизированного проектирования 
и обладают целым рядом свойств, удобных для построения математических моделей 
управляемого синтеза и оптимизации передач зацеплением. Более подробно использо-
вание кривых Безье описано в работах [13, 14]. 

Запишем уравнения кривой Безье третьего порядка в следующем виде: 
 

     

     









,13131

;13131

3
2

2
1

2
0

3

3
3

2
2

1
2

0
3

yyyyy

xxxxx

iiiiiii

iiiiiii
                    (4) 

 
где xi, yi – текущие координаты точек кривой; λi – текущий параметр, изменяющийся в 
пределах 0≤λi≤1 и соответствующий і-й точке кривой; x0, y0, x3, y3 – координаты на-

 

 
Рис. 3 – Синтезированный профиль зуба 

звездочки: 
z=20; t=25,4мм; f=0,2; k=–5 
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чальной Р0 и конечной Р3 опорных точек кривой; x1, y1, x2, y2 – координаты управляю-
щих точек Р1, Р2. 

При задании кривой табличным способом нам известны координаты точек xi, yi, 
полученные в процессе численного решения задачи синтеза профиля зуба. В случае ап-
проксимации кривой Безье третьего порядка неизвестными являются координаты 
управляющих точек Р1, Р2 и значения λi, соответствующие і-м точкам кривой. Для их 
нахождения необходимо применить один из алгоритмов оптимизации.  

В нашем случае управляемыми параметрами являются координаты управляю-
щих точек. Перебирая значения x1 и x2 из первого уравнения системы (4), определяем 
значения λi=f(xi, x1, x2). 

Целевую функцию запишем, используя метод наименьших квадратов, 
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где δi – отклонение текущих значений координат yiB кривой Безье, полученных из вто-
рого уравнения системы (4), от заданных табличных значений yi, 
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Для определения оптимальных значений координат управляющих точек исполь-

зовался метод главных осей, разработанный Р.П. Брентом [15] и являющийся одним из 
лучших среди семейства методов оптимизации, не требующих информации о градиенте 
функции. 

Рассмотренный метод был реализован одним из авторов в виде программы "Ап-
проксимация кривыми Безье" [16], ее интерфейс представлен на рис. 4. Исходными 
данными являются текущие координаты точек кривой xi, yi, а результатом расчета – ко-
ординаты xiB, yiB аппроксимированного профиля с заданной частотой сетки. 

 

 
 

Рис. 4 – Интерфейс программы аппроксимации кривыми Безье 
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Выводы. 

1. Разработана методика численного моделирования профиля зуба звездочки 

цепной втулочной передачи. Ее достоинствами являются: 

– относительная простота решения задачи синтеза цепного зацепления с требуе-

мыми характеристиками; 

– возможность аппроксимации уравнения профиля с целью получения на ее ос-

нове значений кривизны профиля и скоростей скольжения в точке контакта. 

2. В дальнейшем применение разработанной методики планируется: 

– в процессе исследования контактного взаимодействия зуба с роликом на осно-

ве формулы Герца и методом конечных элементов; 

– при разработке математической модели износа профиля зуба и ролика. 
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Андрієнко С.В., Воронцов Б.С., Устиненко О.В. 

ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОФІЛЮ ЗУБЦЯ ЗІРОЧКИ 

ЛАНЦЮГОВОЇ ПЕРЕДАЧІ 

У статті описано методику моделювання профілю зуба зірочки. Вона базується 

на побудові Бобил'є, складається з числового розв'язання диференціального рівняння, 

що описує профіль зуба та апроксимації отриманого рішення кривими Без'є. Її застосу-

вання дозволить суттєво спростити задачу створення ланцюгових передач з пониженою 

інтенсивністю зносу профілю зірочки. 

 

Андриенко С.В., Воронцов Б.С., Устиненко А.В. 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОФИЛЯ ЗУБЦА ЗВЕЗДОЧКИ  

ЦЕПНОЙ ПЕРЕДАЧИ 

В статье описана методика моделирования профиля зуба звездочки. Она базиру-

ется на построении Бобилье, состоит из численного решения дифференциального урав-

нения, описывающего профиль зуба и аппроксимации полученного решения кривыми 

Безье. Ее применение позволит существенно упростить задачу создания цепных пере-

дач с пониженной интенсивностью износа профиля звездочки. 

 

Andrienko S.V., Vorontsov B.S., Ustinenko А.V. 

NUMERICAL SIMULATION OF THE SPROCKET TOOTH PROFILE 

FOR CHAIN DRIVE 

The article describes a technique for modeling the sprocket tooth profile. The tech-

nique is based on Bobillie constructing, consists of a numerical solution of the differential 

equation which describing the tooth profile and the approximation of the solution by the Bezi-

er curves. Its application will greatly simplify the task of creating chain drives with reduced 

wear intensity of sprocket profile. 


