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ПРО НЕЛІНІЙНІ КОЛИВАННЯ ФІЗИЧНОГО МАЯТНИКА 

 

Вступ і постановка задачі. Аналіз останніх досліджень і публікацій. Часто з 

метою спрощення розрахунку кутових переміщень фізичного маятника обмежуються 

лише розглядом малих його коливань, тобто використовують точне рішення лінійної 

задачі в тригонометричних функціях [1, 2]. Однак такий спосіб спрощення 

неприйнятний в разі коливань маятника з великою амплітудою, коли точне рішення 

нелінійного диференціального рівняння руху виражається через періодичні еліптичні 

функції, які доводиться обчислювати за допомогою спеціальних таблиць [3] або на 

комп'ютері. У другому випадку фактично втрачається перевага аналітичного розв’язку 

над прямим чисельним інтегруванням диференціального рівняння. Щоб спростити 

практичне застосування аналітичного розв’язку, перш за все, слід спростити 

обчислення еліптичних функцій, що входять до нього, чому і присвячена дана робота. 

 

Мета. Для досягнення поставленої мети використано метод зведення другого 

інтегралу рівняння руху до неповного еліптичному інтегралу першого роду, з 

подальшою апроксимацією інтегральної амплітуди комбінацією елементарних функцій, 

що дозволило спростити обчислення значень еліптичного синуса Якобі. 

 

Викладення основного матеріалу. Вільні плоскі коливання фізичного 

маятника описуємо відомим диференціальним рівнянням [1, 2]: 
 

sin 0J Pl   .     (1) 
 

Тут J  – момент інерції маятника вагою P  відносно нерухомої точки підвісу; l  – 

відстань від точки підвісу до центру мас маятника;  t  – кут відхилення маятника 

від вертикалі; точка позначає похідну за часом t . 

Розглядаючи коливання, кут   обмежуємо нерівністю   . В іншому 

випадку маємо обертання маятника щодо осі, що проходить через точку підвісу.  

Рівняння (1) вирішуємо при двох варіантах початкових умов:  
 

а)   00  ;  0 0   чи б)  0 0  ;   00  .   (2) 

 

В першому з них коливання викликані початковим відхиленням на кут 0 , а в 

другому – початковою швидкістю 0 . 

Щоб отримати перший інтеграл рівняння (1), перетворимо його до виду: 

sin .
d Pl

d J


   


,     (3) 

 

Тоді інтегруванням (3) знаходимо з точністю до довільної сталої C : 
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2
cos .

d Pl
C

dt J


      

 

 

Розглянемо розв’язок диференціального рівняння (3) за різних варіантів 

початкових умов.  

Для початкових умов а) в (2) 0cos .C    Тому другий інтеграл рівняння руху 

має вигляд: 
 

0 0

0 00 0 0

2
.

cos cos cos cos cos cos

d d d Pl
t

J

  



  
  

     
        (4) 

 

Далі врахуємо, що в [4] або [5]: 
 

 
0

2 , ,
cos

y
dx

F k
x






     (5) 

 

причому: 
1 cos 1

arcsin ; ; 1;
1 2

y
K


 



 
  


  ,F k  – неповний еліптичний 

інтеграл першого роду. 

Вважаючи: 
 

0
0

0

1 cos
cos ; sin ; arcsin ,

2 1 cos
K 

  
   

 
   (6) 

 

Вираз (4), з урахуванням (5), перетворимо до форми: 
 

0 0
*,sin ,sin

2 2 2

Pl
F F t t

J




    
     

   
         (7) 

 

чи 
 

0 0
*,sin sin ,

2 2

Pl
F t K t

J


    
     

   
 

 

оскільки 0,sin
2 2

F
  
 
 

 дорівнює повному еліптичному інтегралу першого роду 

0sin
2

K
 

 
 

. 

Тоді, згідно (6), (7): 
 

  2 20 0
*arccos 1 2sin sn ,sin ,

2 2
t t

   
     

  
   (8) 

 

де 0
*sn ,sin

2
t

 
 
 

 – еліптичний синус Якобі. 

Формула (8) описує переміщення маятника в першій чверті циклу з періодом T , 

що далі легко поширити і на більші t . 
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Біля кінців зазначеного проміжку: 
 

0 0
* * 00, sin , sn ,sin 1, ;

2 2
t t K t

    
      

   
 

 

0
* */ 4, 0, sn ,sin 0, 0.

2
t T t t

 
    

 
 

 

Для обчислення періоду коливань відповідно до (4), (5), маємо співвідношення: 
 

0

0

0 0

2
2 sin ,

4 2cos cos

T Pl d
K

J


  

   
   

     

 

з якого випливає, що: 
 

04 sin .
2

J
T K

Pl

 
  

 
     

 

Таку формулу для обчислення періоду коливань можна знайти в [6] та інших 

виданнях. При обчисленні T  доводиться використовувати таблицю повного 

еліптичного інтеграла першого роду [7]. 

Якщо розглядати вільні коливання в рамках лінійної постановки задачі, тобто в 

(1) замінити sin  на  , то кутові переміщення маятника будуть описуватись виразом: 
 

  0 cos
Pl

t t
J

 
     

 
,    (9) 

 

причому період коливань складатиме: 
 

2
J

T
Pl

 . 

 

Він не залежить від 0 , тобто коливання ізохорні. 

Для початкових умов б) в (2): 
2

01
2

J
C

Pl


   . Щоб виконувалось обмеження 

  , початкова швидкість 0  повинна задовольняти умові 
2 4

0
Pl

J
   . Тоді 

другий інтеграл рівняння (1) можна представити виразом: 
 

0

2
,

cos

d Pl
t

JC







      (10) 

 

в якому 1C  . 

Враховуючи (5), замість (10), знаходимо: 
 

 * *, .
Pl

F K t
J
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Тут 0
* *

1 1 cos
; arcsin

2 2 1

C J
K

Pl C


  
  


. 

Тому, для обчислення кутових переміщень маятника отримуємо формулу: 
 

   
2

20
*arccos 1 sn , .

2

J
t K

Pl


 
   

 
    (11) 

 

Вона також описує рух маятника на першій чверті циклу коливань. 

В околиці кінців зазначеного проміжку: 
 

 *0, 0, sn , 0, 0;t K      

 

 
2

0
* 0/ 4, , sn , 0, arccos 1 .

4 2

JT Pl
t T K

J Pl
 

 
      

 
 

 

Період коливань залежить від 0 . Поклавши в (10) 0  , / 4t T , отримуємо 

формулу періоду: 
 

04 .
2

J J
T K

Pl Pl

 
   

 
 

 

В рамках лінійної постановки задачі, замість (11), має місце більш проста 

формула: 
 

 
2

0arccos 1 sin ,
2

J
t

Pl


 
    

 
   (12) 

 

причому період коливань не залежить від 0 . 

Узагальнимо отримані результати на випадок непружного удару, коли до 

маятника, що знаходиться в нерухомому вертикальному положенні, миттєво 

приєднується матеріальна точка масою m , що рухається горизонтально зі швидкістю 

0 . Якщо відстань по вертикалі від точки підвісу маятника до матеріальної точки 

дорівнює b , то рівняння руху системи після удару має вигляд: 
 

   2 sin 0J mb Pl mgb      

 

де g  – прискорення вільного падіння. 

Початковими умовами до нього будуть вирази б) в (2). При цьому зберігається 

момент кількості руху, тобто: 
 

 2

0 0J mb m b    

 

Тому: 
 

0
0 2

m b

J mb


 


.     (13)  
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У підсумку, для розрахунку руху можна використовувати формулу (11), але в 

ній слід замінити 
J

Pl
 на 

2J mb

Pl mgb




, а визначення початкової швидкості 0 , провести за 

формулою (13). 

Оскільки для обох варіантів початкових умов розрахунок руху маятника 

пов'язаний з обчисленням значень еліптичного синуса, спростимо цю операцію. З цією 

метою вводимо наближення [8]: 
 

0 0
* *sn ,sin sin am ,sin

2 2
t t

     
    

    
,   (14) 

 

в якому: 
 

2

0 * * *
* 2 4

22
am ,sin sin sin

2 2 1 1

t t tq q
t

K q K q K

   
   

  
, 

 

0 0*
*exp , sin , sin 90

2 2

K
q K K K K

K

       
          

      
. 

 

Значення K  і *K  можна наближено визначити за табл. 1. 

В областях  , близьких до 90 , маємо швидке зростання еліптичного інтеграла, 

і застосування лінійної інтерполяції призводить до істотних похибок. Тому, при 

85  , замість табл. 1, краще використовувати асимптотичну формулу: 
 

 sin 1,38629 lncosK    .   (15) 

 

Її похибка менш за 0,15 %. 

 

Таблиця 1 – Значення  sinK K   

  K    K    K  

0 1,5708 35 1,7312 70 2,5046 

5 1,5738 40 1,7868 75 2,7681 

10 1,5828 45 1,8541 80 3,1534 

15 1,5981 50 1,9356 83 3,5004 

20 1,6200 55 2,0347 86 4,0528 

25 1,6490 60 2,1565 88 4,7427 

30 1,6858 65 2,3088 90   
 

Більш детальна таблиця  sinK   є в [7]. 

Щоб проілюструвати можливість викладеної теорії, розглянемо приклади 

розрахунків. 

Приклад 1. Обчислимо  t  для заданих t , коли відхилення 0 2,6180   

(150 ) . При таких амплітудах коливань по табл. 1 знаходимо, що 

 sin 75 2,7681K K  ,  * sin15 1,5981K K  , 1,6305q  . Задаючи безрозмірний 

параметр часу 
Pl

t
J

  , легко обчислити параметр * 2,7681t   , а потім 
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 *sn ,sin 75t  за допомогою таблиць неповного еліптичного інтеграла першого роду 

[7], або по наближених формулах (14), (15). Остаточне обчислення  t  зводиться до 

застосування розв’язку (8). Отримані результати записані в табл. 2. 
 

Таблиця 2 – Розраховані різними способами  t  при 0 2,618   (150 )  

*  am    П  
Ч  

Л  

2,7681 1,5708 2,6180 2,6180 2,6180 2,6180 

2,1339 1,3940 2,5145 2,5121 2,5145 2,1089 

1,2837 1,0500 1,9818 1,9867 1,9818 0,2259 

0,7575 0,6968 1,3397 1,3375 1,3398 -1,1146 

0,3559 0,3460 0,6734 0,6675 0,6734 -1,9519 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -2,4375 

 

Тут   значення обчислені із застосуванням таблиць неповного еліптичного 

інтеграла першого роду; am  та П  – с применением із застосуванням формул (14), 

(15); Ч  – чисельно, інтеграцією рівняння (1) на комп'ютері; Л  – за формулою (9).  

Порівняльний аналіз показує, що похибки значень П  не перевищують одного 

відсотка, а лінійне наближення, тобто формула (9) по суті, не годиться для розрахунку. 

Приклад 2. Покажемо, що в разі малих 0  значення Л  близько до значення 

П . З цією метою обчислимо кутові переміщення П  за формулами (8), (14), (15) і за 

формулою (9) при 0 0,3491   (20 ) . Для таких амплітуд коливань маємо: 

 sin10 1,5828K K  ;  * sin80 3,1534K K  ; 0,00191q  . Отримані результати 

заносимо в табл. 3. 

Тут застосування лінійної теорії істотно спрощує розрахунок коливань, не 

викликаючи великих похибок. 
 

Таблиця 3 – Кутові переміщення маятника при 0 0,3491   (20 )  

  *  am  П  Л  

0,0000 1,5828 1,5768 0,3491 0,3491 

0,1772 1,4056 1,3963 0,3437 0,3436 

0,5309 1,0519 1,0472 0,3019 0,3010 

0,8831 0,6997 0,6982 0,2237 0,2216 

1,2335 0,3493 0,3491 0,1189 0,1155 

1,5828 0,0000 0,0000 0,0000 -0,0042 

 

Приклад 3. Обчислимо  t  для заданих t , коли маятнику дана початкова 

швидкість 0 , при якій 2
0 / 2 1,766J Pl  . В цьому випадку 0 140  ; 

 sin70 2,5046K K  ;  * sin 20 1,6200K K  ; 0,13107q  . Результати обчислення 

 t  за формулою (11), з використанням таблиць неповного еліптичного інтеграла 

першого роду (значення  ) та з використанням наближених формул (14), (15) 

(значення П ) записані в табл. 4. 

Результати розрахунків за допомогою аналітичних розв’язків добре 

узгоджуються з результатами чисельного розв'язання задачі Коші на комп'ютері 
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(значення Ч ), а похибки спрощеного способу менше, ніж в попередньому випадку, 

оскільки точність цього способу підвищується зі зменшенням 0 . Розрахунок по 

лінійної теорії (формула (12)) призводить до великих відхилень Л  від  . 

Таблиця 4 – Розрахункові різними способами  t  при 2
0 / 2 1,766J Pl   

  am    П  Ч  Л  

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

0,1753 0,1735 0,3278 0,3259 0,3278 0,4261 

0,5459 0,5222 0,9782 0,9756 0,9782 1,2686 

0,9876 0,8736 1,6071 1,6088 1,6071 2,0396 

1,5959 1,2220 2,1645 2,1648 2,1645 2,4427 

2,0119 1,3949 2,3642 2,3630 2,3643 2,2096 

2,5046 1,5708 2,4434 2,4434 2,4435 1,4533 

 

Приклад 4. Порівняємо значення П  і Л  при малих значеннях початкової 

швидкості. Для проведення розрахунків застосовуємо 2
0 / 2 0,134J Pl  . В цьому 

випадку 0 30  ;  sin15 1,5981K K  ;  * sin 75 2,7681K K  ; 0,00433q  . 

Обчислення П  проводимо за формулами (11), (14), (15), а Л  – за формулою (12). 

Отримані результати записані в табл. 5. Там же зазначені  , обчислені за формулою 

(11) із застосуванням таблиць неповного еліптичного інтеграла першого роду [7]. 
 

Таблиця 5 – Значення  t  при 2
0 / 2 0,134J Pl    0 30   

  am    П  Л  

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

0,1746 0,1745 0,0899 0,0899 0,0909 

0,3495 0,3490 0,1773 0,1773 0,1793 

0,7016 0,6981 0,3343 0,3343 0,3379 

1,0577 1,0472 0,4522 0,4522 0,4562 

1,4175 1,3963 0,5155 0,5155 0,5174 

1,5981 1,5708 0,5236 0,5236 0,5234 
 

Тут   і П  збігаються, а відмінність Л  від П  менше одного відсотка, тобто 

для розрахунку допустимо застосування лінійної теорії. 
 

Висновки. 

Викладений спрощений спосіб зручний для розрахунку коливань фізичного 

маятника з великими амплітудами. При амплітудах менших 150  його похибка менше 

одного відсотка. Він дає можливість наближено обчислити переміщення маятника, 

викликані початковими збуреннями, без застосування спеціальних таблиць 

періодичних еліптичних функцій. 
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Ольшанський В.П., Спольнік О.І., Бурлака В.В., Сліпченко М.В.  

ПРО НЕЛІНІЙНІ КОЛИВАННЯ ФІЗИЧНОГО МАЯТНИКА 

Викладено спосіб спрощеного розрахунку вільних коливань з великими 

амплітудами фізичного маятника, заснований на наближеному обчисленні значень 

еліптичного синуса, через який виражено точний аналітичний розв'язок нелінійного 

диференціального рівняння руху. Наближений розрахунок переміщень зведений до 

замкнутих формул з обчисленням значень елементарних функцій. 
 

Ольшанский В.П., Спольник О.И., Бурлака В.В., Слипченко М.В. 

О НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ФИЗИЧЕСКОГО МАЯТНИКА 

Изложен способ упрощенного расчета свободных колебаний с большими 

амплитудами физического маятника, основанный на приближенном вычислении 

значений эллиптического синуса, через который выражено точное аналитическое 

решение нелинейного дифференциального уравнения движения. Приближенный расчет 

перемещений сведен к замкнутым формулам с вычислением значений элементарных 

функций.  
 

V. Olshanskiy, O. Spolnik, V. Burlaka, M. Slipchenko 

ABOUT NONLINEAR OSCILLATIONS OF A PHYSICAL PENDULUM 

A method of simplified calculation of free oscillations with large amplitudes of a 

physical pendulum is presented, based on an approximate calculation of elliptical sine values, 

which is used to express the exact analytical solution of a nonlinear differential equation of 

motion. The approximate calculation of displacements is reduced to closed formulas with the 

calculation of the values of elementary functions.  


