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Анотація. В статті представлені попередні результати роботи з 
удосконалення способу дослідження екологічного стану території при 
техногенному забрудненні. Велика кількість ітерацій, що 
використовуються при розрахунках за зазначеним способом, 
призводить до утворення і накопичення похибок, які впливають на 
побудову подальших прогнозів. В роботі запропоновано криву руху 
(відбору проб) на пересіченій місцевості, за вектором напряму 
розбиту на інтервали, які описуються потім з використанням 
елементарних та базових тригонометричних функцій. Для мінімізації 
похибок у цьому випадку пропонується використовувати нев’язки. 
Представлена практична апробація у вигляді демо-версії програми з 
внесенням удосконалення до алгоритму. Отримані результати, після 
додаткової апробації, планується використати в новій версії 
програми «Випадкова точка». 
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Вступ 
 
При розробці способу дослідження екологічного стану території при 
техногенному забрудненні [1] та апробації програмної реалізації [2] з самого 
початку роботи велися за двома напрямками – дослідження міграції 
радіоізотопу водню тритію [3] та розповсюдження хімічних речовин на 
поверхні ґрунту техногенно навантажених територій. За обома напрямками 
однією із задач дослідження виступало питання мінімізації точок забору 
проб, необхідних для отримання даних щодо забруднення території, при 
підвищенні точності опису території програмним засобом.  

Актуальність роботи полягала у наступному: використання методу 
Дж. Зойтендейка передбачає виконання певної кількості ітерацій та 
визначення полюсних точок, в яких і відбувається забір проб та введення до 
розрахунку забруднення даних вимірів. За умов відносно незначної за 
площею території, кількість ітерацій невелика. Проте, якщо територія має 
велику площу або якщо це сильно пересічена територія (яри, русла, котловани, 
щільна забудова), то кількість ітерацій зростає, збільшується кількість 
полюсних точок і, відповідно, починає виникати помилка наближення, яка має 
вплив на подальший прогноз розповсюдження забруднення на такій території. 

Сам спосіб опису, як і програмна реалізація, передбачає надання такого 
інструменту досліднику, що дозволяв би отримати максимально можливі дані 
з мінімальної кількості полюсних точок для побудови адекватної моделі 
забруднення. Тобто, в результаті використання такої програми дослідник має 
як можна менше знаходитися на забрудненій території, але отримувати при 
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цьому максимально точний результат для подальшої роботи з побудови 
прогнозних моделей. 

Мета роботи – вдосконалення способу дослідження екологічного стану 
території при техногенному забрудненні з мінімізацією точок забору проб та 
представлення деяких результатів практичної апробації зазначеного способу. 

Зазначена мета досягається за допомогою наступних задач: 
– провести дослідження та обґрунтування вибору підходу до 

вдосконалення способу дослідження екологічного стану території при 
техногенному забрудненні; 

– запропонувати підхід до удосконалення способу опису та його 
програмної реалізації із застосуванням нев’язок для мінімізації кількості 
точок, які необхідні для отримання адекватного результату з побудови моделі 
забрудненої території; 

– довести можливість та ефективність використання запропонованого 
вдосконалення. 

 
1. Аналіз літературних джерел за темою дослідження  
 
У практиці моделювання виникнення та розвитку різноманітних екологічних 
ризиків, техногенних аварій та інших надзвичайних подій [4], пов’язаних із 
забрудненням навколишнього середовища, часто виникає задача 
розповсюдження небезпечних речовин в часі на сильно пересіченій 
місцевості. Такі нерівності на поверхні можна описати з використанням 
яружної функції [5]. Вирішення подібної задачі за допомогою лінійних 
функцій призведе до її неадекватності, оскільки у даному випадку існує ряд 
нелінійних обмежень, які можна подолати за допомогою методів можливих 
напрямків [6–8]. Але в існуючих програмних продуктах, наприклад [9], зони 
ураження будуть представлені колами, півколами або секторами з кутовим 
розміром і радіусом, що не відображає реального стану забруднення 
місцевості. Для адекватності побудованих моделей забруднення, деякі зі 
способів дослідження навколишнього середовища при його забрудненні 
реалізовані в інструментах моделювання геоінформаційних систем (GRASS 
GIS, ArcGIS, Quantum GIS та ін.), що дозволяють поєднувати зображення 
територій з табличною інформацією про стан території [10]. 

Для вирішення задачі опису забрудненої території, яка дозволить більш 
точно описати забруднення деякої ділянки земної поверхні, в роботі 
використано підхід багаторазової обробки даних (ітерацій) з метою 
поступового наближення до найкращого результату [11].  

Методи побудови ітераційних формул відомі з початку виникнення 
математики як науки [12]. Але розвиток вчення та отримання ітераційних 
формул високих порядків пов’язують з роботами П.Л. Чебишова [13],           
Е. Шредера [14] та Й.Г. Ламберта [15]. Ітерації високого порядку розглянуті  
в роботах О.П. Доморяда, який втілив деякі аспекти цього у своїх роботах  
з математичних ігор [16], Ф. Хільдебранда з відомим вирішенням крайової 
задачі в прикладній математиці [17], Ш.Є. Микеладзе щодо вирішення 
інтегральних рівнянь та методів математичного аналізу [18], Дж. Трауба із 
запропонуванням підходів ітераційного методу вирішення рівнянь [19]. 
Дослідниками розглядаються підходи до отримання базових послідовностей 
ітераційних формул при розкладанні в ряд Тейлора [20], використання 
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інтерполяційних багаточленів [21], апроксимації Паде [22], різноманітних 
дробових розкладань та наближень [23]. Проте зазначені методи і підходи не 
стосувалися випадку, коли функція задається в неявному вигляді, що було 
розглянуто Г.С. Теслером [24] для використання в задачах підвищення 
швидкодії апаратної складової гарантоздатних інформаційних систем [25]. 
Останній підхід, за допомогою модифікації методу Чебишова [26], і 
застосований для виконання мети роботи. А за критерієм оптимального 
використання інформації [19, 27] такий підхід і, частково, О.П. Доморяда [28] 
дозволяє оптимально оперувати базовими послідовностями ітераційних 
формул, навіть якщо мова йде про неповнорозрядну інформацію [27]. Це 
призводить до зменшення похибок округлення в технології програмування 
[29], що важливо для забезпечення сходження алгоритмів, а з виникненням 
можливості широкого розгалужування процесів відбору інформації при 
запиті можна створювати розпаралелювання циклічних процесів за 
допомогою ітераційних формул з врахуванням помилки початкового 
наближення [19].  

 
2. Постановка задачі 
 
Для досягнення поставленої мети при зборі та обробці даних слід забезпечити 
повноту, несуперечливість і своєчасність інформації, яка використовується 
при моделюванні, що у разі програмної реалізації забезпечить живучість 
інформаційної системи в часі.   

Повноту інформації можна представити як міру достатності інформації 
для вирішення певної задачі [30] або як можливість подати всі значення 
істини з множини логічних операцій за допомогою формул з елементів цієї 
множини [31]. Це можна описати за допомогою двох множин А і В через 
оператори диз’юнкції («або», ˅) та імплікації («якщо, то», →):  

 
А ˅ В := (А → В) → В.  

 
Несуперечність можна визначити у якості властивості системи, з якої не 

можна вивести поняття суперечності [32], коли одна множина параметрів 
заперечує іншу. У логічному вираженні це можна представити як хибу [31] 
або неоднозначність. Тобто, не можна визначити як істину два поняття, що 
випливає з закону суперечності і виражається через оператори заперечення 
(¬) та кон’юнкцію («та», ˄) як оператор істинності: 

 
¬ (А ˄ ¬ А).  

 
Своєчасність може означати надходження інформації в зручний або 

призначений час [30]. Вона може бути представлена за підходом [33] 
математичною залежністю інформації від відрізку часу [t0 – tk], на якому ця 
інформація є актуальною. 

Виходячи з наведених визначень, живучість інформаційної системи 
можна визначити через категорію релевантності інформації, яка надається, 
але не просто як її відповідність потребам користувача [34], а як можливість 
представити повну та несуперечну інформацію в межах зміни події на 
часовому відрізку.  
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Врахування викладеного дозволяє досліднику побудувати власний шлях 
дослідження, який більше підходить для реалізації поставлених задач. 
 
3. Територія та час проведення дослідження 
 
Дослідження проводилися в місті, що є центром хімічної промисловості 
Луганської області – Сєвєродонецьку, у 2017-2018 рр. Нині м. Сєвєродонецьк 
– обласний центр Луганщини. Містоутворюючим підприємством є ПАТ 
Сєвєродонецьке об'єднання «Азот», яке працює з 1951 року і є третім за 
розміром в Україні з виробництва аміаку та одним з найбільших в Європі з 
виробництва добрив, метанолу, вінілацетату та ряду іншої хімічної продукції. 
З моменту початку військової операції на Сході України підприємство 
працює періодично [35]. Обрана територія для дослідження – міський парк, 
площею 14 Га, розташований на півночі м. Сєвєродонецька (рис. 1). 
 

 
 

Рисунок 1 – Територія дослідження на плані м. Сєвєродонецьк 
 

Дослідження проводилися як за відомим методом «конверту» [36], так і 
за способом дослідження екологічного стану території при техногенному 
забрудненні з деякими удосконаленнями. Точки дослідження за методом 
«конверту» наведені на рис. 2. Для цього було обрано 150 квадратів зі 
сторонами 1 х 1 м, з кожного квадрату взято 5 проб ґрунту, які змішувалися в 
одну пробу для проведення спектрального аналізу.  
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Рисунок 2 – Точки відбору проб для спектрального аналізу 
 
На рис. 2 більшими цифрами від 1 до 5 визначені місця відбору рослин 

для спектрального аналізу наявності важких металів в біомасі.  
Точки відбору проб за способом дослідження екологічного стану 

території при техногенному забрудненні були визначені за допомогою  
програми «Випадкова точка» [2]. 
 
4. Математичний апарат вдосконалення способу дослідження 
екологічного стану території при техногенному забрудненні 
 
Велику сильно пересічену територію важко розбити на рівні квадрати зони 
дослідження. За допомогою програми «Випадкова точка» можна визначити 
масив полюсних точок, з яких будуть зібрані дані із забруднення та 
побудована модель. Проте при вирахуванні функцій, за якими будуються 
напрями руху (відбору проб), виникатимуть помилки наближення, які будуть 
накопичуватися. Помилки також будуть виникати при отриманні точки, яка 
лежить не на рівній поверхні у порівнянні з початковою точкою, а деякі 
отримані полюсні точки можуть бути недосяжними для забору проб через 
щільну забудову території. У цьому випадку рух за вектором можливий або зі 
зменшенням кроку або з розкладанням функції за нев’язками. 

Нев’язка використовується тоді, коли точне значення функції невідоме 
або, інакше, як показник відхилення апроксимації від точного рішення. 
Нев’язка може бути використана при реалізації підходу за методом 
Дж. Зойтендейка [8], коли, при здійсненні чергового кроку, необхідно 
отримати рішення на інтервалі, який описується деякою функцією ( )xfy = . 
У цьому випадку величина нев’язки ( )00 , yxFZ =  характеризує близькість 
початкового наближення y0 до шуканої функції. Параметр y0 виступає 
елементом наближення до умов застосування, і чим більше він наближується 
до функції ( )xfy = , тим більше наближується до 0 величина нев’язки. Такі 
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дії вимагають перетворень з врахуванням мінімізації похибок, які 
виникатимуть в процесі зазначених дій. Для реалізації такої задачі більш 
раціональним є використання таблиць ряду широко вживаних функцій та 
розкладання функцій в ряди за похибками. За основу перетворення функцій  
в ряди за похибками, наприклад, може бути взятий ряд послідовних 
ітераційних формул, оптимальних за Траубом [19]. 

Вказаний підхід дозволяє отримати вірогідне найбільш оптимальне 
рішення за параметрами, заданими за допомогою функції, та з врахуванням 
обмежень, у тому числі нелінійних. При описі місцевості, яка задана 
яружною функцією, це дозволяє у складних випадках здійснювати кроки в 
різні боки від заданого вектора таким чином, щоб отримати найбільш 
відповідний результат або результати з мінімальною похибкою у значенні. 
Наприклад, сам вектор руху на місцевості можна розбити на відрізки, які 
описати потім з використанням елементарних функцій (1 + x)n, xɑ, ex, ln x, 
arcsin x, arccos x, arctg x через взаємно-обернені функції, у інших випадках 
застосувати нев’язки при вирішенні функціональних рівнянь. 

Припустимо, що якийсь відрізок на векторі руху може бути описаний 
експонентою y = ex (рис. 3). При вирішенні функції можна отримати 
координати нових точок забору проб. 

 

 
 

Рисунок 3 – Графік функції y = ex 
 

У цьому випадку функцію y = ex можна розкласти в ряд нев’язок, 
використовуючи [27] та багаточлени Чебишова [13], що є узагальненим 
розкладанням ряду Тейлора [37]. Зробивши відповідні заміни за [27], можна 
перейти від [ ]ββ ,0 −∈z  до змінної β0zu = , забезпечуючи приналежність 
змінної до сегменту [ ]1,1− . Для отримання вишукуваного розкладення, буде 
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проведена заміна у вихідному ряді нев’язок ступеня 0z  на багаточлени 
Чебишова ( )uTn . При цьому враховується, що  
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Тоді приклад з відрізком, що описується експонентою 
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де 000 ln xxyxz −=−= , можна записати, залишаючи при розкладанні 

три члени, наступним чином: 
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Аналогічно вищевикладеному можна отримати розкладання функцій за 

нев’язками з використанням багаточленів Чебишова другого роду ( )xun . 
Подібні розкладання можуть ускладнити процес програмування, проте 

на початку було зазначено, що використовуються елементарні та базові 
тригонометричні функції. Тобто, розкладання їх за нев’язками може бути 
проведене заздалегідь або взяте з існуючих довідників та в табличному 
варіанті внесене до програми. При виконанні розрахунків за алгоритмом з 
виконання опису екологічного стану території необхідна функція та її 
нев’язка вибиратиметься з таблиці бази даних. 
 
5. Результати  
 
Для апробації вдосконалень до способу дослідження екологічного стану 
території при техногенному забрудненні з метою подальшого внесення змін 
до програмного продукту [2], була виконана демо-версія програми з 
використанням експоненціальної функції при описі кривої довкола озера 
(рис. 2). За допомогою програми «Випадкова точка» територія парку була 
розбита на свої зони дослідження (рис. 5), де за векторами та в полюсних 
точках, а також на кривій, описаній довкола озера, були відібрані проби 
ґрунту та виконані Інститутом геохімії, мінералогії та рудоутворення імені 
М.П. Семененка НАН України спектральні дослідження забруднення 
важкими металами. Усього було відібрано 80 проб ґрунту, на відміну від 
методу «конверту» у 150 проб. 

 



~ 27 ~ 

Математичне моделювання в економіці, №1, 2019.   ISSN 2409-8876 
 
  

 
 

Рисунок 5 – Вибір зон дослідження за допомогою програми  
«Випадкова точка» 

 
Результати вимірів були внесені до програми «Випадкова точка» з метою 

побудови карти забруднення важкими металами (рис. 6).  
 

 
 
Рисунок 6 – Карта забруденння важкими металами, побудована за допомогою 

програми «Випадкова точка» 
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Отримані результати за вдосконаленим способом дослідження 
екологічного стану території при техногенному забрудненні дозволили 
створити карту місцевості, яка співпала з картою, побудованою на основі 
зібраних даних за методом «конверту». В цілому слід зазначити, що стан 
забруднення важкими металами території парку знаходиться в межах норми.  
 
Висновки 
 
У даній роботі наведені попередні результати з удосконалення способу 
дослідження екологічного стану території при техногенному забрудненні. 

Можна навести наступні висновки: 
1) при розрахунку руху за векторами на сильно пересіченій території та 

здійсненні великої кількості ітерацій для досягнення шуканого результату, 
виникають помилки наближення, які можуть накопичуватися та призводити 
до неточного результату, особливо при прогнозуванні розповсюдження 
забруднення. У цьому випадку рух за вектором можливий або зі зменшенням 
кроку або з розкладанням функції за нев’язками; 

2) в роботі запропоновано криву руху по пересіченій місцевості, за 
вектором напряму розбиту на інтервали. Ці інтервали описуються  
з використанням елементарних та базових тригонометричних функцій.  
У випадку, коли при здійсненні чергового кроку необхідно отримати рішення 
на інтервалі, який описується деякою функцією, використовується її нев’язка. 
Найкращим результатом є, коли величина нев’язки наближується до нуля; 

3) представлена практична апробація у вигляді демо-версії програми з 
внесенням удосконалення до алгоритму з урахуванням мінімізації похибок, 
які виникатимуть в процесі зазначених дій. Визначено, що для виконання 
такої задачі більш раціональним є використання таблиць ряду широко 
вживаних функцій та розкладання функцій в ряди за похибками. 

Отриманий результат дозволив зменшити кількість точок відбору проб зі 
150 до 80 при збереженні точності опису території на площі 14 Га. 
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