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ПРО МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕОДНОРІДНИХ РІВНЯНЬ  
ІЗ ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ В МАТЕМАТИЧНІЙ ТЕОРІЇ ПЛИТ

О МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ  
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ В МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ПЛИТ

USING THE METHOD OF SOLVING NON-HOMOGENEOUS PARTIAL DIFFERENTIAL 
EQUATIONS IN MATHEMATICAL THEORY OF PLATES

У статті запропоновано метод, який дає можливість звести неоднорідне диференціальне рівняння з частинними по-
хідними парного порядку математичної теорії плит до розв’язування неоднорідних рівнянь другого порядку. Розглянуті 
рівняння шостого і  четвертого порядків. Для знаходження частинних розв’язків отриманих рівнянь другого порядку 
використовується метод інтегрального перетворення Ханкеля.

Ключові слова: метод зниження порядку, неоднорідне диференціальне рівняння з частинними похідними, матема-
тична теорія, плита.

В статье предложен метод, который позволяет свести неоднородное дифференциальное уравнение в частных произ-
водных четного порядка математической теории плит к решению неоднородных уравнений второго порядка. Рассмо-
трены уравнения шестого и четвертого порядков. Для нахождения частных решений полученных уравнений второго 
порядка применяется метод интегрального преобразования Ханкеля.

Ключевые слова: метод понижения порядка, неоднородное дифференциальное уравнение в частных производных, 
математическая теория, плита.
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As well as analyzing equations of fourth and sixth order, the article suggests a method allowing non-homogeneous partial 
differential equations of even order in mathematical theory of plates to be reduced to non-homogeneous equations of second 
order which could be solved using the Hankel integral transform.

Keywords: reduction of order, non-homogeneous partial differential equation, mathematical theory, plate.

Вступ. Розв’язування неоднорідних диференці-
альних рівнянь із частинними похідними висо-

кого порядку пов’язано з достатніми математичними 
труднощами. До таких рівнянь зводяться перш за все 
задачі по визначенню напружено-деформованого ста-
ну в некласичній теорії пластин та оболонок [1–3, 7, 
8–11, 13, 15], які ураховують всі компоненти напру-
жено-деформованого стану. Складність розв’язування 
вказаних рівнянь викликана, зокрема, знаходженням 
їх частинних розв’язків.

У даній роботі метод зниження порядку неоднорід-
них диференціальних рівнянь із частинними похідни-
ми, який було запропоновано у [4–6], розвивається на 
інші типи лінійних неоднорідних диференціальних 
рівнянь парного порядку з частинними похідними,

1. Постановка проблеми. Розглянемо лінійне не-
однорідне диференціальне рівняння з частинними 
похідними 2n -го порядку ( 2,3,4,...n = ) наступного 
вигляду:

 2 2( 1) 2( 2 )
1 2( ... ) ( , ) ( , )n n n

nA A A Ф x y f x y− −∇ + ∇ ∇ + ⋅ ⋅ + = , (1)

де ( 1,2,..., )iA i n=  – відомі числа, які можуть бути та-
кож комплексними; 

2∇  — оператор Лапласа; 
( , )f x y  — відома функція двох змінних, 
( , )Ф x y  — шукана функція двох змінних.

Застосовуючи основну теорему алгебри, ліву ча-
стину рівняння (1) можна розкласти на множники 
вигляду 2( )k∇ −  і тоді (1) прийме наступний вигляд:

 2 2 2 2
1 2( )( ) ... ( ) ... ( ) ( , )

( , )
i nk k k k Ф x y

f x y

∇ − ∇ − ⋅ ⋅ ∇ − ⋅ ⋅ ∇ − =

=
, (2)

де ( 1,2,..., )ik i n= – корені відповідного характерис-
тичного рівняння, в загальному вигляді комплексні.

Такий клас рівнянь зустрічається, зокрема, при ви-
значенні напружено-деформованого стану в теорії не 
тонких пластин [3, 11], яка основана на застосуванні 
взаємозв’язаних рівнянь, здобутих методом розкла-
дання компонент напружено-деформованого стану 
у ряди по товщинній координаті за допомогою полі-
номів Лежандра з використанням варіаційного прин-
ципу Рейснера.

Розв’язування неоднорідного диференціального 
рівняння (2) методом зниження порядку зведено до n  
неоднорідних диференціальних рівнянь 2-го порядку. 
Так у [5] до неоднорідних рівнянь 2-го порядку зве-
дено диференціальні рівняння 4-го, 6-го, 8-го і 12-го 

порядків вигляду (2), у яких 
ik  різні числа; у [4] — до 

рівнянь 2-го порядку зведено рівняння 8-го поряд-
ку, в якому 

1 2 3 4 3 40; ; 0; 0k k k k k k= = ≠ ≠ ≠ , і наведено 
застосування методу в граничній задачі некласичної 
теорії пластин [3]. У [6] — розглянуто застосування 
методу зниження порядку до розв’язування декількох 
граничних задач теорії пластин.

Слід зазначити, що деякі рівняння вказаних вище 
класів зустрічаються також в теорії оболонок.

Надалі розглянемо деякі інші неоднорідні дифе-
ренціальні рівняння з частинними похідними, які ма-
ють місце в математичній теорії пластин і класичній 
теорії оболонок і які зведемо до рівнянь 2-го порядку.

2. Диференціальне рівняння 6-го порядку вигляду

 2 2 2
1 2( )( ) ( , ) ( , )k k Ф x y f x y∇ ∇ − ∇ − = ,           (3)

де ( 1,2)ik i = – відомі числа, можуть бути комплексними; 
( , )f x y  — відома функція двох змінних;
( , )Ф x y  — шукана функція двох змінних. 

Рівняння такого типу зустрічається в теорії нетон-
ких пластин [3].

Позначимо надалі для зручності

2( ) ( )i ik∇ − = ,                               (4)

а функції ( , )Ф x y  та ( , )f x y  — через Ф  та f  відпо-
відно.

Рівняння (3) тоді запишеться так:
2

1 2( ) ( ) Ф f∇ = .

Зобразимо частинний розв’язок ( , )Ф x y  рівняння 
(3) та функцію ( , )f x y  у вигляді

1 2( , ) ( , ) ( , )Ф x y Ф x y Ф x y= + ;                  (5)

1 2( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y= + ,                    (6)

де функції 1 2( , ), ( , )Ф x y Ф x y  — частинні розв’язки лі-
нійних неоднорідних диференціальних рівнянь:

2
1 1Ф f∇ = ;                                     (7)

1 2 2 2( ) ( ) Ф f= ,                                 (8)

у яких функції 1 2( , ), ( , )f x y f x y  підлягають визначенню.
Знайдемо праві частини рівнянь (7) і (8).
Підставимо (5) у (3). Дістанемо
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2 2
1 2 1 1 2 2(( ) ( ) ) (( ) ( ) )Ф Ф f∇ +∇ = .

Ураховуючи (7), (8) і те, що 2 2
1 2 1 2(( ) ( ) ) (( ) ( ) )∇ = ∇ , 

останнє рівняння перетвориться до такого:

2
1 2 1 2( ) ( ) f f f+ ∇ = ,

а приймаючи до уваги (6), дістанемо наступне рівнян-
ня для визначення функції 1( , )f x y :

2 2
1 2 1(( ) ( ) ) (1 )f f−∇ = −∇ .                 (9)

Рівнянні (9) з урахуванням (4) набуде вигляду

4 2 2
1 2 1 2 1( (1 ) ) (1 )k k k k f f∇ − + + ∇ + = −∇ .    (10)

Розкладаючи ліву частину рівняння (10) на множ-
ники, дістанемо таке неоднорідне диференціальне рів-
няння 4-го порядку з частинними похідними відносно 
функції 1( , )f x y :

2 2
3 4 1( )( ) ( , ) ( , )k k f x y x yφ∇ − ∇ − = ,           (11)

де
2( , ) (1 ) ( , )x y f x yφ = −∇ .                     (12)

В якості функції 1( , )f x y  можна взяти частинний 
розв’язок рівняння (11).

Надалі повторюємо аналогічний процес. Зображу-
ємо частинний розв’язок 1( , )f x y  рівняння (11) та ві-
дому функцію ( , )x yφ у вигляді

1 11 12( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y= + ;                 (13)

1 2( , ) ( , ) ( , )x y x y x yφ φ φ= + ,                  (14)

де функції 11 12( , ), ( , )f x y f x y  — частинні розв’язки лі-
нійних неоднорідних диференціальних рівнянь 2-го 
порядку:

2
3 11 1

2
4 12 2

( ) ( , ) ( , );

( ) ( , ) ( , )

k f x y x y

k f x y x y

φ

φ

∇ − =

∇ − =
,                (15)

а функції 1( , )x yφ  і 2( , )x yφ  потрібно ще визначити.
Ураховуючи (13)–(15), рівняння (11) перетво-

риться до такого:

2
3 4 1 3( ) ( , ) (1 ) ( , )k k x y k x yφ φ− = + −∇ .

Звідси, приймаючи до уваги (12), дістанемо

2
3

1
3 4

2 2
3

3 4

(1 )
( , ) ( , )

( )

(1 )(1 )
( , )

( )

k
x y x y

k k

k
f x y

k k

φ φ
+ −∇

= =
−

+ −∇ −∇
=

−

               (16)

А із залежностей (12), (14) і (16) матимемо 2( , )x yφ :

2
4

2
3 4

2 2
4

3 4

( 1 )
( , ) ( , )

( )

( 1 )(1 )
( , )

( )

k
x y x y

k k

k
f x y

k k

φ φ
∇ − −

= =
−

∇ − − −∇
=

−

               (17)

Отже, для визначення правих частин рівнянь (15), 
тобто для визначення функцій 1( , )x yφ  і 2( , )x yφ  має-
мо залежності (16) і (17).

Знайшовши функції 11 12( , ), ( , )f x y f x y  як частин-
ні розв’язки лінійних неоднорідних диференціальних 
рівнянь 2-го порядку (15), функція 1( , )f x y  знайдеть-
ся із формули (13), а функція 2 ( , )f x y  — із формули 
(6), оскільки функція ( , )f x y  відома. Знаючи функ-
цію 1( , )f x y , із неоднорідного диференціального рів-
няння 2-го порядку (7) знаходиться частинний розв’я-
зок цього рівняння 1( , )Ф x y .

Надалі розглянемо знаходження частинного 
развязку 2 ( , )Ф x y  рівняння (8).

Покладемо

2 21 22( , ) ( , ) ( , )Ф x y Ф x y Ф x y= + ,             (18)

2 21 22( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y= + ,               (19)

де функції 21 22( , ), ( , )Ф x y Ф x y  — частинні розв’язки 
лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь 2-го 
порядку:

1 21 21( ) Ф f= ;                                (20)

2 22 22( ) Ф f= ,                                (21)

а функції 21 22( , ), ( , )f x y f x y  підлягають визначенню.
Замічаємо, що рівняння (8) з точністю до позна-

чень аналогічне рівнянню (11), а рівняння (20) і (21) 
аналогічні рівнянням (15). Тоді функції 21( , )f x y  і 

22 ( , )f x y  з урахуванням (19) визначатимуться так:

2
1

21 2
1 2

(1 )
( , ) ( , )

( )
k

f x y f x y
k k

+ −∇
=

−
;

2
2

22 2
1 2

( 1 )
( , ) ( , )

( )
k

f x y f x y
k k

∇ − −
=

−
.               (22)

Визначивши із (22) праві частини рівнянь 2-го 
порядку (20) і (21), знаходяться частинні розв’язки 

21( , )Ф x y  і 22 ( , )Ф x y  цих рівнянь. Надалі за формулою 
(18) визначається функція 2 ( , )Ф x y , яка є частинним 
розв’язком неоднорідного рівняння 4-го порядку (8).

Таким чином, знайшовши 1( , )Ф x y  і 2 ( , )Ф x y , 
визначається функція ( , )Ф x y  як сума цих функцій 
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згідно з (5), тобто визначається частинний розв’язок 
початкового неоднорідного рівняння 6-го порядку 
з частинними похідними (3).

Загальний розв’язок початкового рівняння (3) 
знаходиться як сума загальних розв’язків 10 ( , )Ф x y , 

20 ( , )Ф x y , 30 ( , )Ф x y  однорідних рівнянь

2
10 ( , ) 0Ф x y∇ = ;  2

1 20( ) ( , ) 0k Ф x y∇ − = ; 

 2
2 30( ) ( , ) 0k Ф x y∇ − =

і частинного розв’язку ( , )Ф x y  неоднорідного рів-
няння (3).

3. Диференціальне рівняння 4-го порядку вигляду

 2 2
1( ) ( , ) ( , )k Ф x y f x y∇ ∇ − = ,                 (23)

де  1k
  
— відоме число, може бути комплексним;

( , )f x y  — відома функція двох змінних; 
( , )Ф x y  — шукана функція двох змінних. 

Рівняння такого типу зустрічається після зни-
женні порядку в математичній теорії плит, а також як 
основне рівняння в класичній теорії пологих оболо-
нок, зокрема в [14].

На основі викладеної вище методики рівняння 
(23) розділяється на два неоднорідних диференціаль-
них рівняння 2-го порядку відносно шуканих функцій 

1( , )Ф x y  і 2 ( , )Ф x y :

2
1 1Ф f∇ = ,  2

1 2 2( )k Ф f∇ − = ,                (24)
де

22
1

1 2
1 1

(1 )( 1)
( , ) ( , ), ( , ) ( , )

k
f x y f x y f x y f x y

k k

+ −∇∇ −
= = .

Загальний розв’язок рівняння 4-го порядку (23) 
визначається як сума загальних розв’язків рівнянь 
2-го порядку (24).

4. Використання інтегрального перетворення 
Ханкеля.

Розглянемо застосування інтегрального перетво-
рення Ханкеля для знаходження частинного розв’яз-
ку неоднорідного диференціального рівняння 4-го 
вигляду (23), розщепивши його попередньо на два 
диференціальних рівняння 2-го порядку (24). Для 
прикладу візьмемо рівняння згину пологої сферичної 
оболонки від дії зовнішнього навантаження, яке вва-
жатимемо прикладеним нормально до оболонки по 
колу радіуса 0r  [14]:

2 2 2( ) ( ) ( )ik r f rσ∇ ∇ + =

( 0 0( ) ( ) /f r q r r Dδ= − ),                     (25)

де 2 ,k D  — додатні дійсні сталі, які залежать від фізич-
них і геометричних характеристик оболонки; 

0q const= , 1i = − , ( )rσ  — шукана комплексна 

функція змінної r , 
2

2
2

1d d
r drdr

∇ = + ; 

0( )r rδ −  — дельта-функція Дірака: 0( ) 0r rδ − = , 
якщо 0r r≠ ; 0( )r rδ − = ∞ , якщо 0r r= .

Частинний розв’язок ( )rσ  рівняння (25) згідно 
з (23) і (24) зобразиться у вигляді суми частинних 
розв’язків 1( )rσ  і 2 ( )rσ  неоднорідних рівнянь

2
1 1fσ∇ = , 2 2

2 2( )ik fσ∇ + = ,                  (26)
де

 2

1 0 02

2 2

2 0 02

( 1)
( ) ( ),

(1 )
( ) ( )

i
f r q r r

k D
k i

f r q r r
k D

δ

δ

∇ −= −

+ −∇
= −

Знайдемо частинний розв’язок першого рівняння 
(26) методом інтегрального перетворення Ханкеля. 
Помножимо обидві частини рівняння на 0 ( )rJ pr , де 

0 ( )J pr  — функція Бесселя першого роду нульового 
порядку, і проінтегруємо по r  в межах від 0  до ∞ . 
Послідовно отримуємо, приймаючи до уваги [12]:

2 20
0 1 0 02

0 0

( ) ( ) ( )( 1) ( )
iq

rJ pr r dr rJ pr r r dr
k D

σ δ
∞ ∞

∇ = ∇ − −∫ ∫ ;

2 20
1 0 0 0 0 0 02
( ) ( ( ) ( ))

iq
p p p r J pr r J pr

k D
σ− == − − ,

де 1( )pσ  — зображення функції 1( )rσ .
Із останнього рівняння маємо:

0 0
1 0 02 2

1
( ) (1 ) ( )

iq r
p J pr

k D p
σ == + .

Повертаємось до оригінала 1( )rσ  за формулою 
оберненого переходу. Дістанемо

 
1 0 1

0

0 0
0 0 02

0

( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

r pJ pr p dp

iq r
p J pr J pr dp

pk D

σ σ
∞

∞

= =

= +

∫

∫
             (27)

Визначимо тепер частинний розв’язок другого рів-
няння (26). Виконуючи аналогічні перетворення, діс-
танемо:

 2 2
0 2

0

2 20
0 02

0

( )( ) ( )

( )( ( )) ( )

rJ pr ik r dr

q
rJ pr i k i r r dr

k D

σ

δ

∞

∞

∇ + =

= − ∇ + + −

∫

∫
2 2 2 20 0

2 2 0 02
( ) ( ) ( ( )) ( )

q r
p p ik p ip k i J pr

k D
σ σ− + = + + ,
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де 2 ( )pσ  — зображення функції 2 ( )rσ .
Із останньої залежності отримуємо:

2 20 0
2 0 02 2 2
( ) ( ) ( )

( )

q r
p ip k i J pr

k D p ik
σ = − + +

−
.

Повертаючись до оригінала, дістанемо:

2 0 2
0

3 2
0 0

0 0 02 2 2 2 2
0

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

r pJ pr p dp

q r ip p k i
J pr J pr dp

k D p ik p ik

σ σ
∞

∞

= =

+
= − +

− −

∫

∫
або ж

2 2
0 0

2 0 0 02 2 2 2 2
0

( )
( ) ( ( ) ) ( ) ( )

q r ik p p k i
r i p J pr J pr dp

k D p ik p ik
σ

∞ +
= − + +

− −∫ . (28)

Отже, частинний розв’язок ( )rσ  неоднорідного 
рівняння (25) з урахуванням (27) і (28) буде

 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

r r r

iq r J pr J pr pJ pr J pr
dp dp

pk D p ik

σ σ σ
∞ ∞

= + =

= −
−∫ ∫ . (29)

Обчислюючи інтеграли у правій частині (29), діс-
танемо

(1)0 0 0 0 0
0 0 0 02 2

(1)0 0 0 0
0 0 0 02 2

ln
( ) ( ) , ( );

2( )
ln

( ) ( ) , ( ),
2

q r q r i r
J k i r H k i r r r

k D k Dr
q r q r i r

J k i r H k i r r r
k D k D

π

σ
π

 − 〈= 
 − 〉


 (30)

де (1) (1)
0 0 0( ), ( )H k i r H k i r  — функції Ханкеля відпо-

відних аргументів. 
Розв’язок (30) співпадає з розв’язком, отриманим 

у [14], в якій інтегральне перетворення Ханкеля засто-
совувалось безпосередньо до неоднорідного рівняння 
4-го порядку (25).

5. Висновок. Описаний метод розв’язування не-
однорідних диференціальних рівнянь з частинними 
похідними високого парного порядку полягає у зна-
ходженні суми розв’язків декількох неоднорідних 
рівнянь другого порядку, або ж у знаходженні суми 
розв’язків неоднорідних рівнянь нижчого порядку, 
сума порядків яких дорівнює порядку початкового 
рівняння. Очевидно, що в залежності від структури 
правих частин неоднорідних рівнянь високого поряд-
ку такий підхід може спростити методику визначення 
частинних, а отже і загальних розв’язків. Запропо-
нований метод зниження порядку диференціальних 
рівнянь може бути поширено також і на інші класи 
неоднорідних диференціальних рівнянь із частинни-
ми похідними. Крім цього, він може бути ефективним 
при розв’язуванні звичайних неоднорідних диферен-
ціальних рівнянь високого порядку.
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