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СИНТЕЗ СИГНАЛОВ РЯДАМИ ХААРА  
В ДВОИЧНОЙ СИСТЕМЕ СЧИСЛЕНИЯ

SYNTHESIS OF SIGNALS BY HAAR SERIES  
IN BINARY NUMBER SYSTEM

Аннотация. Показано, что на основе объединения свойств алгоритмов преобразований Хаара и особенностей сум-
мирования рядов Хаара при двоичном задании аргументов удается получить максимально эффективный в вычисли-
тельном отношении алгоритм обработки.
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Summary. It is rotined that on the basis of association of properties of rapid algorithms of transformations of Haar and fea-
tures of adding up of rows of Haar at the binary task of arguments a refurbish able function it is succeeded to get the maximally 
effective in a calculable relation algorithm of treatment.
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Постановка проблемы и анализ литературы. Со‑
временные высокоэффективные алгоритмы об‑

работки сигналов и изображений базируются, в ос‑
новном, на методах вейвлет‑анализа, среди которых 
знаковое место занимает классический ортогональ‑
ный базис Хаара [1–4]. Функции Хаара позволяют 
оценить локальные свойства исследуемых сигналов 
и их часто называют вейвлетами Хаара [5, 6]. Так 
же важным свойством системы Хаара является ми‑
нимальный объем вычислений, как для процедуры 
получения коэффициентов, так и для процедуры 
суммирования рядов Хаара. Поэтому весьма акту‑
альной является задача исследования вычислитель‑
ных возможностей системы Хаара при двоично‑ко‑
дированном задании аргументов и параллельном 
способе организации вычислений в специализиро‑
ванных процессорах обработки сигналов.

Известно много вариантов алгоритмов и устройств 
обработки сигналов в дискретном базисе Хаара [1, 3, 
4, 6, 7, 8]. Основным недостатком таких схем явля‑
ется то, что их архитектура в большинстве случаев 
неадекватна структуре решаемой задачи или струк‑
туре внутренних связей моделируемого процесса, 
что влечет за собой большой объем вычислений или 
оборудования.

Цель статьи. Развитие методов преобразований 
Хаара на основе объединения свойств быстрых алго‑

ритмов Хаара и особенностей суммирования рядов 
Хаара при двоичном кодировании аргументов вос‑
станавливаемой функции, что позволит получить 
максимально эффективный в вычислительном от‑
ношении алгоритм обработки.

Модификация процедур вычисления сумм Хаа-
ра в двоичной системе счисления. В цифровых 
устройствах находит применение известный метод 
восстановления исходных данных, заключающийся 
в том, что производят анализ разрядов двоичной 
записи номера отсчета восстанавливаемой функции 
и затем суммируют коэффициенты ортогональ‑
ного преобразования Хаара с соответствующими 
знаками [2].

Задаваясь коэффициентами Хаара a
mj

 и полагая 
для простоты 02mn = , запишем последовательность 
вычислений в следующем виде

1
0 2

1
1 1

( ) ( )
mm

n mj mj
m j

P x a a x
−

= =

= + χ∑ ∑                     (1)

Вместо коэффициентов mja  более удобно опе‑

рировать с числами 
1

22
m

mj mjb a
−

= . Тогда (1) можно 
переписать как

1
0 2

1
1 1

( ) sgn ( )
mm

n mj mj
m j

P x a b x
−

= =

= + χ∑ ∑



44

// Технічні науки // // Міжнародний науковий журнал «Інтернаука» // № 15 (37), 1 т., 2017

Из анализа свойств функций Хаара [2] легко ви‑
деть, что для каждого фиксированного « x » в этой 
сумме найдется не более чем m

0
 отличных от нуля 

слагаемых. Действительно, среди отрезков mj
 с 

1 11 2 1 2m mj j− −≤ ≤ ≤ ≤ лишь один содержит точку х. Пусть это 
будет отрезок , ( )m mj x

. Тогда
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В [2] утверждается и доказывается следующая 

теорема.
Если в двоичной системе счисления х=0, ε
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где опять таки в двоичной системе
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(при m=1 правую часть (10) надо полагать равной 
нулю).

Здесь все ε
S
 – двоичные цифры, то есть либо нули, 

либо единицы. В десятичной системе значение х 
и формула (3) будут выглядеть так:
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Из (2) и (3) следует весьма простой способ вычис‑
ления ( )nP x  на ЭВМ, использующих двоичную си‑
стему. Так как аргумент х задается своим двоичным 
представлением х=0, ε

1
, ε

2
,…, то при каждом m легко 

выделить цифры ε
1
 ε

2
… ε

m‑1
. Для этого нужны только 

простейшие логические операции. По значениям m 
и j

m
 можно сформировать адрес ячейки, содержащей 

, mm jb . Если следующая цифра в двоичной записи 
числа х (то есть ε

2
) равна нулю, то , mm jb  прибавляется 

к накапливаемой сумме, а если следующая цифра 
равна 1, то , mm jb  вычитается:
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где 01,2,...m m= .

Начав с 0 1z a= , получим 
0

( )m nz P x= .
Рассмотрим работу алгоритма при восстановле‑

нии исходной информации, например, при х=0,010. 
Присваивая m значение 1 по формуле j

m
=0, ε

1
, ε

2
,…, 

ε
m–1 

+ 1 вычислим индексы коэффициентов Хаара, 
которые будут равны

j
m

=0+1=1, и , mm jb = 11 11b b
Определим теперь знак этого коэффициента, ана‑

лизируя первый разряд после запятой в двоичном 
представлении числа х, и так как он равен 0, коэф‑
фициент b

11
 берем со знаком плюс. Аналогично при 

m=2 и 3 j
m

=0,010+1=1 и j
m

=0,010+1=2 коэффици‑
енты b

21
 и b

32
 суммируются со знаком минус и плюс 

соответственно. Таким образом, значение исходной 
функции в точке х=0,010 определяется как

1 11 21 32(0,010)nP a b b b= + − + .                   (5)

Такой же результат дают классические вычис‑
ления.

В каждом цикле приведенного алгоритма про‑
изводится одно сложение и несколько логических 
операций, и общее число вычислений в одной точке 
стремится к значению двоичного логарифма раз‑
мерности базиса Хаара, а все время суммирования 
составит Q=N log N, где N — число дискрет аргу‑
мента на единичном интервале.

Недостатком рассмотренного метода является 
его вычислительная избыточность. Покажем, что 
объем вычислений при восстановлении исход‑
ных данных по коэффициентам Хаара в двоич‑
ной системе счисления может быть существенно 
уменьшен.

Для этих целей прежде, чем суммировать коэф‑
фициенты Хаара на основании анализа двоичных 
разрядов в дискретных точках восстановления ис‑
ходных функций, сформируем суммы следующего 
вида [9, 10]:
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Тогда суммирование коэффициентов Хаара в ка‑
ждой точке восстановления можно представить 
в виде:
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Так в случае, если 8N = , то процесс вычислений 
будет начинаться с определения соответствующих 
сумм вида:
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Затем осуществляется восстановление данных 
в каждой точке отсчета исходной функции по вы‑
ражению (7) с учетом того, что первому отсчету со‑
ответствует двоичное представление вида 0,000, 
второму 0,001, третьему 0,010 и т. д. Для точки 0,010 
получим: j

m
=0,010 + 2 = 3 и j*

m
=0,010 + 1 = 2.

3 3 32 0 3 32 0 2 3 32(0,010)P A b A C b C C C b= + = − + = + − +  

или с двоичными индексами,
 

3 1 11 21 32(0,010)P a b b b= + − + .
Значения индексов коэффициентов и их знаков 

совпадают со значениями, определенными на основе 
свойств классических функций Хаара, но количество 
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операций типа сложение‑вычитание составляет при 
этом 2(N–1) вместо N log

2
N известного метода [2].

Выводы. Предложенные аналитические методы 
синтеза сигналов рядами Хаара, на основе объеди‑
нения свойств быстрых алгоритмов преобразований 
Хаара и особенностей суммирования коэффициентов 
этих преобразований при двоичном задании аргумен‑

тов, позволили получить максимально эффективный 
в вычислительном отношении алгоритм обработки. 
Полученные выражения характеризуются однотип‑
ностью процедур, легко программируются и наиболее 
приемлемы для разработки вычислительных средств 
с различным уровнем параллелизма и сложностью 
вычислительного процесса.
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