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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИИ БАЛКИ 
С ЗАКРЕПЛЕННЫМИ КОНЦАМИ

MATHEMATICAL MODELING OF THE DEFORMATION OF  
THE BEAM WITH CLAMPED-CLAMPED ENDS

Аннотация. В работе изучена задача с начальными условиями для уравнения балки с заделанными концами. Зада-
ча решалась двумя способами: в виде суммы ряда Фурье по системе собственных функций одномерной спектральной 
задачи и  при помощи конечно-разностных аппроксимаций получено численное решение. Получено количественное 
совпадение результатов численных и аналитических расчетов деформации балки.

Ключевые слова: колебание балки, уравнение Эйлера, начально-граничные условия.

Summary. The paper deals with a problem with initial conditions for a beam equation with embedded ends. The problem 
was solved in two ways: as a sum of the Fourier series in the system of eigenfunctions of a one-dimensional spectral problem, 
and using finite-difference approximations, a numerical solution was obtained. The quantitative coincidence of the results of 
numerical and analytical calculations of beam deformation is obtained.
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Многие задачи о колебаниях стержней, балок 

и пластин, которые имеют большое значение 
в строительной механике, приводят к дифференци‑
альным уравнениям более высокого порядка, чем 
уравнение струны. В данной работе мы рассмотрим 
нелинейное уравнение поперечных колебаний упру‑
гой балки

2 = 0tt xxxxu a u+                                 (1)
в цилиндрической области ( )= 0,IΩ × ∞ , ( )0,I l= , где 

2 EI
a

hρ
= , r —  плотность материала балки; h —  толщи‑

на балки, E —  модуль Юнга; 
3

12
h

I =  —  момент сечения 
балки, l  —  длина балки. Рассмотрим колебания балки 
с закрепленными концами. В этом случае граничные 
условия будут иметь вид

( ) ( ) ( ) ( ), = 0, = , = 0, = 0, > 0x xu l t u t u l t u t t         (2)
а начальные условия

( ) ( ),0 = ( ), ,0 = ( ), (0, )tu x x u x x x lφ ψ ∈           (3)
Решение задачи (1)‑(3) будем искать в классе 

4,2 2,1
, ,( ) ( )x t x tС СΩ Ω

. Для обоснования корректности по‑
ставленной задачи применим методы спектрального 
анализа. Разделяя переменные ( ), = ( ) ( )u x t X x T t , по‑
лучим следующую спектральную задачу:

( ) ( ) 0, 0 ,IVX x X x x lλ+ = < <                     (4)
(0) (0) ( ) ( ) 0.X X X l X l′ ′= = = =                   (5)

Найдем собственные значения и соответству‑
ющие им функции поставленной задачи. Пусть 

4 , 0λ ω ω= − > . Тогда общее решение уравнения (5) 
определим в следующем виде:

1 2 3 4( ) cos sin .X x ch x sh x x xα ω α ω α ω α ω= + + +    (6)
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где iα  – произвольные постоянные. Удовлетворяя 
функцию (6) первым двум условиям из (5), находим 

3 1 4 2, .α α α α= − = −  Тогда функция (6) примет вид

1 2( ) ( cos ) ( sin ).X x ch x x sh x xα ω ω α ω ω= − + −     (7)
Удовлетворяя функцию (7) двум последним гра‑

ничным условиям из (5), получим

1 2

1 2

( cos ) ( sin ) 0

( sin ) ( cos ) 0.

ch l l sh l l

sh l l ch l l

α ω ω α ω ω
α ω ω α ω ω

− + − =
 + + − =

         (8)

Приравнивая определитель этой системы к нулю, 
получим трансцендентное уравнение

1 2( ) ( cos ) ( sin ).X x ch x x sh x xα ω ω α ω ω= − + −     (9)
Приравнивая определитель системы к нулю, полу‑

чаем трансцендентное уравнение
cos 1ch l lω ω⋅ =                               (10)

для вычисления собственных значений. В работе [1] 
установлено, что

1 2 ... ...,nω ω ω< < < <                          (11)
При этом при больших n справедлива асимптоти‑

ческая формула

(2 1).
2n n

l
πω ≈ −                              (12)

Из системы (8) с учетом условия (10) выразим 
неизвестные коэффициенты и подставим в (7). В ре‑
зультате найдем соответствующую систему собствен‑
ных функций

sin
( ) (cos ) sin .

1 cos
n

n n n n n
n

l
X x x ch x sh x x

l

ω
ω ω ω ω

ω
= − + −

+
 (13)

или

( / 2) sin ( / 2)
( ) .

( / 2) cos( / 2)
n n

n
n n

sh x l x l
X x

ch l l

ω ω
ω ω

− −
= −       (13)

Следуя работе [1], введем функции

( )
( )

( )
n

n
n

X x
Y x

X x
= ,                            (14)

где

.
2
n

n

l
X l tg

ω
=                             (15)

Тогда решение задачи (1)–(3) примет вид [1]

1

( , ) ( ) ( )n n
n

u x t T t Y x
∞

=

=∑ ,                       (16)
где

2 2
2

( ) cos sin ,n
n n n

n

T t a t a t
a

ψ
φ ω ω

ω
= +               (17)

0 0

( ) ( ) , ( ) ( )
l l

n n n nx Y x dx x Y x dxφ φ ψ ψ= =∫ ∫ .       (18)

Наряду с точным аналитическим решением задачи 
(1)–(3) рассмотрим численное решение этой задачи 
методом конечных разностей.

Область изменения переменных разобьем прямы‑
ми , 1...x ih i n= =  и , 1.,2,...t j jτ= =  на прямоугольную 
сетку. Значения в узлах сетки обозначим с помощью 

индексов ( , ) ( , ) j
i j iu x t u ih j uτ= = , а производные заме‑

ним разностными отношениями:

0(0, ) 0 0, ( , ) 0 0j j
nu t u u l t u= → = = → =          (15)

1 0 1(0, ) 0 , ( , ) 0j j j j
x x n nu t u u u l t u u−= → = = → =     (16)

0 1 0( ,0) ( ) , ( ,0) ( )i i t i i iu x x u u x x u uφ φ ψ τφ= → = = → = +  (17)
Тогда уравнение (1) аппроксимируется следую‑

щей явной трехслойной схемой, имеющий второй по‑
рядок точности по обеим переменным [2]:

1 1

2

1 1 1 1 1
2 4 3 2 1

2

2

2 4 6 4
0.

j j j
i i i

j j j j j
i i i i i

u u u

u u u y u
a

τ

τ

+ −

− − − − −
+ + + +

− +
+

− + − +
+ =

       (18)

Обозначим 
2

2
4

A a
h
τ

=  и перепишем уравнение (18) 
в виде

1 1 1 1 1 1 1
4 3 2 12 (2 4 6 4 ).j j j j j j j j

i i i i i i i iu u u A u u u y u+ − − − − − −
+ + + += − − − + − +  (18)

Расчет сеточных уравнений (18) выполнен при по‑
мощи метода семиточечной прогонки. Разработанные 
алгоритмы численно реализованы в среде Mathcad.
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