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СКIНЧЕННI ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ

У статтi здiйснено огляд сучасного стану дослiдження скiнченних локальних майже-кiлець, а саме їх

похiдних структур — адитивної та мультиплiкативної груп. Наведено класифiкацiю локальних майже-

кiлець, порядок яких не перевищує 32.
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Попереднi результати

Майже-кiльця — це множини з двома бiнар-
ними операцiями, додаванням та множенням, що
задовольняють усi аксiоми асоцiативного кiль-
ця, за винятком комутативностi додавання та
одного (у нашому випадку, правого) дистри-
бутивного закону. Отже, майже-кiльця можна
розглядати як узагальнення асоцiативних кi-
лець.
Означення 1. Непорожня множина R з двома
бiнарними операцiями «+» та « · » називається
майже-кiльцем, якщо:
1) (R,+) — група з нейтральним елементом 0,
2) (R, ·) — напiвгрупа,
3) x · (y + z) = x · y + x · z для всiх x, y, z ∈ R.
Таке майже-кiльце називається лiвим майже-
кiльцем. Якщо ж аксiому 3) замiнити аксiомою
(x+ y) · z = x · z + y · z для всiх x, y, z ∈ R,
то отримаємо праве майже-кiльце.

Група (R,+) позначається через R+ та назива-
ється адитивною групою, а її нейтральний елемент
0 — нулем майже-кiльця R. За аксiомою 3) означен-
ня 1 випливає, що r · 0 = r · (0 + 0) = r · 0 + r · 0,
звiдки отримуємо r · 0 = 0. З цiєї ж аксiоми випли-
ває, що r · (−s) = −(r · s). Майже-кiльце R нази-
вається нуль-симетричним, якщо також 0 · x = 0,
та майже-кiльцем з одиницею i, якщо напiвгрупа
(R, ·) є моноїдом з одиничним елементом i. Група
всiх оборотних елементiв моноїда (R, ·) називаєть-
ся мультиплiкативною групою в R та позначається
через R∗.

Як звичайно, для елементiв r та s з майже-
кiльця R запис rs означає r · s. Крiм того, якщо
n — додатне цiле число, то rn означає

r + . . .+ r︸ ︷︷ ︸
n

.

Означення 2. Майже-кiльце R з одиницею нази-
вається локальним, якщо множина L = R \R∗ всiх
необоротних елементiв iз (R, ·) утворює адитивну
пiдгрупу в R+, та майже-полем, коли L = 0.

Майже-кiльця з одиницею

Однiєю з характерних рис сучасного етапу роз-
витку алгебри є пiдвищення активностi дослiджень
в областях, що узагальнюють теорiї класичних ал-
гебраїчних систем. До таких областей належить i
теорiя майже-кiлець.

Iсторично першим кроком назустрiч майже-
кiльцям була аксiоматика, зроблена в дослiдженнi
Дiксоном [1]. Вiн показав, що iснують «поля з
одним дистрибутивним законом», та навiв при-
клади, якi показують, що такi системи (Цассен-
хауз назвав їх майже-полями) можуть насправдi
бути недистрибутивними. Пiзнiше Цассенхауз [2]
довiв, що приклади Дiксона охоплюють усi,
крiм сiмох скiнченних майже-полiв, якi не є
тiлами. Пiсля 1960-х рокiв Карзель розширив
методи Дiксона та Цассенхауза в побудовi майже-
полiв.

Уперше майже-поля застосували в геометрiї
Веблен i Ваддербарн [3]. У подальшому майже-
поля вивчали, головним чином, завдяки їх засто-
суванням у геометрiї (див. [4]). Теорiї майже-полiв
присвячено монографiю Виглiнга [5], в якiй систе-
матизовано бiльшiсть результатiв про майже-поля.

Основи аксiоматики теорiї майже-кiлець бу-
ло закладено в працях Оре [6], Фуртванглера та
Таусскi-Тод [7], Таусскi-Тод [8].

До початку 1940-х рокiв вiдбувалося дослi-
дження основних загальних властивостей майже-
кiлець, опис деяких класiв скiнченних майже-
кiлець, застосування в теорiї груп пiдстановок
(Цассенхауз, Вiландт, Таусскi-Тод, Фiттiнг, Веблен,
Ваддербарн). Подальший розвиток цiєї теорiї сти-
мулювали працi Блекетта [9], Х. Нойман [10; 11],
Бетча [12], Бейдлемана [13; 14] та iн.

З початку 1940-х до кiнця 1970-х рокiв теорiя
майже-кiлець застосовується в задачах класифiка-
цiї нелiнiйних математичних структур. Закладено
основи структурної теорiї майже-кiлець. У цей пе-
рiод виявлено простоту майже-кiлець деяких кла-
сiв i, зокрема, повних майже-кiлець перетворень
груп (симетричних майже-кiлець на групах) та
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полiномiальних майже-кiлець над полями нульової
характеристики. Отримано аналоги теорем Дже-
кобсона, Ваддербарна — Артiна, деяких iнших тео-
рем структурної теорiї кiлець. Покладено початок
теорiї радикалiв майже-кiлець.

На сучасному етапi поглиблюється класифiка-
цiя майже-кiлець, численнiшими стають майже-
кiльцевi конструкцiї, поширюються застосування.
Активно розвивається теорiя радикалiв. Вивча-
ються матричнi, груповi та напiвгруповi майже-
кiльця, iншi алгебраїчнi системи, пов’язанi з
майже-кiльцями, з’явилися деякi узагальнення.
Методи теорiї майже-кiлець почали вiдiгравати
суттєву роль у класифiкацiї кратнотранзитивних
груп пiдстановок. Почалося структурне вивчення
складових майже-кiлець.

Загальнiй теорiї майже-кiлець присвячено мо-
нографiї Пiльца [15], Мелдрума [16], Клея [17], а
також К. Ферреро та Г. Ферреро [18].

До проблематики теорiї майже-кiлець зверта-
лись Курош, Плоткiн та їхнi учнi. Деяким питанням
теорiї майже-кiлець та її зв’язкам з теорiєю мульти-
операторних груп тощо присвячено працi Полiна,
Кузьмiна, Марина, Каарлi та iн.

В Українi однiєю з перших праць, у якiй розгля-
нуто майже-кiльця, є робота Калужнiна та Сущан-
ського [19]. Пiзнiше з’явилися працi, пов’язанi з
вивченням групових вiдображень та майже-кiлець
перетворень (Кириченко, Усенко, Кiртадзе, Мiхай-
лова, Рябухо).

Певнi труднощi в цiй областi, з одного боку,
зумовлено обмеженiстю класичних факторизацiй-
них методiв та вiдсутнiстю адекватних майже-
кiльцевих конструкцiй — з iншого.

Добре вiдомо i легко перевiряється, що якщо
в майже-кiльцi з одиницею виконуються оби-
два дистрибутивних закони, то операцiя додаван-
ня в них обов’язково комутативна. Тому вiдсут-
нiсть одного з дистрибутивних законiв в означеннi
майже-кiльця є значно бiльш важливою умовою,
нiж вiдсутнiсть аксiоми комутативностi додавання,
i саме з цим пов’язанi головнi труднощi, якi вини-
кають пiд час вивчення майже-кiлець.

Типовим прикладом майже-кiльця є множина
M(G) всiх вiдображень довiльної групи G в себе,
якщо операцiю додавання вiдображень визначити
як поелементну операцiю їх образiв у групi G, тоб-
то gα+β = gαgβ для всiх g ∈ G та α, β ∈ M(G), а
операцiю множення вiдображень як їх композицiю,
тобто gα·β = (gα)β . Зауважимо, що, навiть якщо G
є абелевою групою, то при такому визначеннi опе-
рацiй в M(G) правий дистрибутивний закон не ви-
конується.

Згiдно з добре вiдомим результатом iз тео-
рiї кiлець, кожне кiльце може бути вкладене в
кiльце E(G) всiх ендоморфiзмiв деякої абелевої
групи G. Аналогiчно, кожне майже-кiльце може

бути вкладене в майже-кiльце вiдображень групи
M(G) для деякої групи G.

Якщо операцiя в групi G записується адитив-
но з нейтральним елементом 0, то легко бачити,
що наступнi пiдмножини iз M(G) також є майже-
кiльцями вiдносно визначених вище операцiй:

• множина M0(G) = {α : G → G | 0α = 0}
всiх вiдображень, що переводять 0 в 0, та

• множина Mc(G) = {α : G → G | gα =
= 0α, g ∈ G} всiх вiдображень, значення
яких для будь-якого елемента групи G є ста-
лим.

Майже-кiльця першого виду називають нуль-
симетричними, а другого — константними.

Оскiльки будь-яка скiнченна абелева група A
є прямою сумою примарних циклiчних пiдгруп,
кожну з яких можна розглядати як адитивну гру-
пу деякого кiльця лишкiв Z/piZ , то A є ади-
тивною групою прямої суми цих кiлець. Отже,
кожна скiнченна абелева група є адитивною гру-
пою асоцiативного (i навiть комутативного) кiль-
ця з одиницею. Однак у випадку майже-кiлець з
одиницею аналогiчний результат для скiнченних
неабелевих груп не є правильним. Питання про те,
якi групи можуть бути адитивними групами майже-
кiлець з одиницею, дослiджується з кiнця 1960-х
рокiв.

Один iз перших результатiв у цьому напрям-
ку отримали Клей та Малоне [20], якi показали,
що з точнiстю до iзоморфiзму iснує єдине майже-
кiльце з одиницею, адитивна група якого циклiчна
i яке фактично є комутативним кiльцем. Там само
було встановлено, що адитивна група скiнченного
майже-кiльця з одиницею є простою тодi i тiль-
ки тодi, коли це майже-кiльце є полем простого
порядку. Також було доведено, що кожна неци-
клiчна група, порядок якої є добутком рiзних про-
стих чисел, та симетрична група Sn при n ≥ 3
не можуть бути адитивними групами майже-кiлець
з одиницею.

Клей та Дой [21] довели, що знакозмiнна гру-
па A4 також не може бути адитивною групою
майже-кiльця з одиницею.

Результати статтi Клейя та Малоне розвинув
Лай [22], який довiв, що скiнченнi неабелевi групи
з точно однiєю власною нормальною пiдгрупою та
скiнченнi досконалi групи не можуть бути адитив-
ними групами майже-кiлець з одиницею.

Наведенi вище результати узагальнив Крiм-
мел [23]. Вiн, зокрема, довiв, що кожна скiнчен-
на група непростого порядку, ґратка нормальних
пiдгруп якої лiнiйно впорядкована, не може бути
адитивною групою майже-кiльця з одиницею.

Клей [24] показав, що не iснує майже-кiльця
з одиницею, адитивна група якого iзоморфна гру-
пi кватернiонiв Q8, та встановив, що iснує сiм
неiзоморфних майже-кiлець з одиницею на групi
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дiедра D4 порядку 8. Клей та Мексон [25] довели,
що узагальненi групи кватернiонiв Q2n при n >
> 3 також не можуть бути адитивними групами
майже-кiлець з одиницею. Групи дiедра Dn по-
рядку 2n як адитивнi групи майже-кiлець з одини-
цею дослiдив Джонсон [26]. Вiн встановив, що для
непарного n група Dn не може бути адитивною
групою майже-кiльця з одиницею, та довiв, що з
точнiстю до iзоморфiзму iснує єдине таке майже-
кiльце на групi Dn при n = 2p, де p — просте
число.

Використовуючи систему комп’ютерної алге-
бри GAP [27], Бойкетт та Нибауер [28] класифi-
кували всi майже-кiльця з одиницею на групах
порядку, що не перевищує 31. Це дозволило їм
визначити всi неабелевi групи вказаних порядкiв,
якi не можуть бути адитивними групами майже-
кiлець з одиницею. Зокрема, вони показали, що
квазiдiедральна група порядку 16 є такою.

Нагадаємо, що скiнченна група називається мi-
нiмальною неабелевою групою або групою Мiлле-
ра — Морено, якщо вона неабелева, а всi її власнi
пiдгрупи є абелевими. Цi групи вперше вивчали
Мiллер та Морено [29]. Будова таких груп до-
бре вiдома i повнiстю описується такою теоремою
(див. [30, Chapter XII]).
Теорема 1. Скiнченнi групи Мiллера — Морено ви-

черпуються групами таких типiв:

1) група кватернiонiв Q8;
2) група G = 〈a〉⋊ 〈b〉 порядку pm+n (p — просте

число) з |a| = pm, |b| = pn, b−1ab = a1+pm−1

, де

m ≥ 2, n ≥ 1;
3) група G = (〈a〉 × 〈c〉) ⋊ 〈b〉 порядку pm+n+1

(p — просте число) з |a| = pm, |b| = pn, |c| = p,
b−1ab = ac, b−1cb = c, де m ≥ n ≥ 1 та

m+ n > 2 при p = 2;
4) група G = P⋊〈b〉 порядку prqs з елементарною

абелевою пiдгрупою P порядку pr, на якiй еле-

мент b iндукує незвiдний автоморфiзм просто-

го порядку q, причому bq
s

= 1 та 〈bq〉 = Z(G),
де p, q — рiзнi простi та r, s — натуральнi

числа.

Далi для кожного простого числа p та нату-
ральних чисел m, n з m ≥ 2 позначимо через
G(pm, pn) напiвпрямий добуток 〈a〉⋊ 〈b〉 двох ци-
клiчних груп 〈a〉 та 〈b〉 порядкiв pm i pn вiдпо-
вiдно, в якому b−1ab = a1+pm−1

. Як випливає з
теореми 1, кожна метациклiчна p-група Мiллера —
Морено iзоморфна або групi кватернiонiв Q8, або
групi G(pm, pn).

Для кожного простого числа p та натураль-
них чисел m, n з m ≥ n ≥ 1 позначимо через
G(pm, pn, p) напiвпрямий добуток (〈a〉 × 〈c〉)⋊ 〈b〉
з циклiчними пiдгрупами 〈a〉, 〈b〉 та 〈c〉 поряд-
кiв pm, pn та p, вiдповiдно, в якому b−1ab = ac
та b−1cb = c. Як випливає з теореми 1, кожна

неметациклiчна p-група Мiллера — Морено iзо-
морфна групi G(pm, pn, p).

У наступнiй теоремi (див. [31]) описано всi мож-
ливi типи груп Мiллера — Морено, якi можуть бути
адитивними групами майже-кiлець з одиницею.
Теорема 2. Група Мiллера — Морено G є адитив-

ною групою майже-кiльця R з одиницею i тодi та

тiльки тодi, коли є p-групою для деякого простого

p та виконується одне з таких тверджень:

1) група G iзоморфна однiй з груп G(pm, pn) з

pm+n > 8 та m > n, циклiчна пiдгрупа порядку

pm, породжена i, є нормальною в G;

2) p = 2, група G iзоморфна однiй з груп G(2m, 2n)
з m ≤ n та циклiчна пiдгрупа порядку 2n, по-

роджена i, не є нормальною в G;

3) група G iзоморфна однiй з груп G(pm, pn, p) та

циклiчна пiдгрупа, породжена i, не є нормаль-

ною в G;

4) група G iзоморфна групi G(4, 2).

Як наслiдок, маємо таке твердження.
Наслiдок 3. Не iснує майже-кiлець з одиницею,

адитивна група яких iзоморфна групi G(pm, pn) з

p > 2 та 2 ≤ m ≤ n.

Групою Шмiдта, або мiнiмальною ненiльпо-

тентною групою, називається скiнченна ненiль-
потентна група, будь-яка власна пiдгрупа якої
нiльпотентна. Вивчення таких груп започаткував
О. Ю. Шмiдт [32]. У наступнiй теоремi дано струк-
турний опис цих груп (див. [33, Satz 5.5.2]).
Теорема 4. Скiнченна група G тодi i лише тодi

є групою Шмiдта, коли вона розкладається в на-

пiвпрямий добуток G = S ⋊ T своїх нормальної

силовської p-пiдгрупи S порядку ps з s ≥ 1 та ци-

клiчної силовської q-пiдгрупи T = 〈b〉 порядку qt з

t ≥ 1, що задовольняють такi умови:

1) Z(G) = Φ(G) = Φ(S)× 〈bq〉, де Φ(G) — пiдгру-

па Фраттiнi групи G;

2) G′ = S, S′ = Φ(S), G′′ = S′, експонента S′ не

перевищує число p;

3) якщо S — неабелева, то Z(S) = S′ = Φ(S).

Очевидно, що непримарнi групи Мiллера — Мо-
рено є групами Шмiдта.

Маємо таке твердження (див. [34]).
Теорема 5. Не iснує майже-кiлець з одиницею,

адитивна група яких iзоморфна групi Шмiдта.

Локальнi майже-кiльця, їхнi адитивнi
та мультиплiкативнi групи

Локальнi майже-кiльця. Кiльце R з одини-
цею, множина L всiх необоротних елементiв якого
утворює iдеал в R (а отже, фактор-кiльце R/L
є тiлом), називається локальним кiльцем. Як лег-
ко переконатися, в означеннi локального кiльця
достатньо насправдi припускати, що L є тiльки
пiдгрупою адитивної групи кiльця R. Замiнивши
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в ньому слово «кiльце» на «майже-кiльце», отри-
муємо означення локальних майже-кiлець, вивчен-
ня яких iнiцiював у 1968 роцi Мексон [35].
У цiй самiй статтi встановлено, що адитивна
група скiнченного нуль-симетричного локального
майже-кiльця є p-групою. Бiльш загальний резуль-
тат, з якого випливає, що перiодична i, зокрема,
скiнченна адитивна група кожного локального
майже-кiльця є p-групою скiнченної експоненти,
отримали Амберг, Хуберт та Сисак [36].

Мексон [37] показав, що з точнiстю до iзо-
морфiзму iснує p − 1 локальне майже-кiльце з
елементарною абелевою адитивною групою по-
рядку p2, в яких пiдгрупи необоротних елементiв
мають порядок p, тобто тих майже-кiлець, якi не є
майже-полями. Разом iз фундаментальною працею
Цассенхауза про майже-поля й роботою Клея та
Малоне [20] ця стаття дає повний опис усiх нуль-
симетричних локальних майже-кiлець порядку p2.

Далi Мексон [38] довiв, що кожна нециклiчна
скiнченна абелева p-група порядку, бiльшого за 4,
є адитивною групою деякого нуль-симетричного
локального майже-кiльця, що не є кiльцем. Цей
же автор [39] показав, що група дiедра D4 не
може бути адитивною групою локального майже-
кiльця, та побудованi приклади локальних майже-
кiлець на неабелевих групах порядку pn та експо-
ненти pn−1 для n ≥ 3 при p 6= 2 та для n ≥ 4
при p = 2.

Як показав Файгелсток [40], для кожного про-
стого числа p та кожного цiлого n з n > p iснує
група G порядку pn, яка не може бути адитив-
ною групою локального майже-кiльця. У вказанiй
статтi зазначено, що залишається вiдкритим пи-
тання про те, якi неабелевi групи порядку pn мо-
жуть бути адитивними групами локальних майже-
кiлець.

Основнi результати, що стосуються локальних
майже-кiлець, пiдсумовано в оглядi Сисака [41].

Очевидно, що кожне локальне кiльце R є нуль-
симетричним локальним майже-кiльцем, пiдгру-
па L якого збiгається з радикалом Джекобсона
кiльця R.

Наступна лема (див. [36]) характеризує основ-
нi властивостi довiльних скiнченних локальних
майже-кiлець.
Лема 6. Нехай R — скiнченне локальне майже-

кiльце з одиницею i та L — пiдгрупа в R+ всiх не-

оборотних елементiв iз R. Тодi R+ — p-група для

деякого простого p, експонента якої збiгається з

порядком елемента i в R+, та виконуються такi

твердження:

1) L — iдеал та (R,R)-пiдгрупа в R;

2) кожна власна R∗-iнварiантна пiдгрупа iз R+

та кожний правий iдеал iз R мiститься в L;

3) множина i + L утворює нормальну силовську

p-пiдгрупу мультиплiкативної групи R∗.

Як доведено в [20], кожне майже-кiльце з оди-
ницею, адитивна група якого циклiчна, є насправдi
комутативним кiльцем, а отже, iзоморфним кiль-
цю лишкiв Z/nZ для деякого цiлого числа n. У
зв’язку з цим природно виникає питання про будо-
ву локальних майже-кiлець з циклiчними пiдгру-
пами необоротних елементiв. Очевидно, що кожне
майже-поле має цю властивiсть.

У наступнiй теоремi (див. [42]) описано скiн-
ченнi локальнi майже-кiльця, пiдгрупи необорот-
них елементiв яких є циклiчними.
Теорема 7. Нехай R — локальне майже-кiльце

порядку pn з n > 1, пiдгрупа L необоротних

елементiв якого циклiчна та нетривiальна. То-

дi його адитивна група R+ або сама циклiчна,

або є елементарною абелевою групою порядку p2.
У першому випадку R є комутативним локаль-

ним кiльцем, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/pnZ з

n ≥ 2, а в другому — iснує p попарно неiзоморфних

таких майже-кiлець R з |L| = p, iз яких p − 1
є нуль-симетричними, та мультиплiкативнi гру-

пи R∗ яких iзоморфнi напiвпрямому добутку двох

циклiчних пiдгруп порядкiв p та p− 1.

Локальнi майже-кiльця на метациклiчних

групах Мiллера — Морено. Питання iснування ло-
кальних майже-кiлець на метациклiчних групах
Мiллера — Морено було дослiджено в статтi [43].

Нехай R — локальне майже-кiльце, адитивна
група R+ якого iзоморфна групi G(pm, pn). То-
дi R+ = 〈a〉 + 〈b〉 з елементами a, b, що задо-
вольняють спiввiдношення apm = bpn = 0 та
a+ b = b+ a(1 + pm−1). Крiм того, 〈a〉 є нормаль-
ною пiдгрупою в R+ та кожний елемент x ∈ R
єдиним чином записується у виглядi x = ax1+ bx2

з коефiцiєнтами 0 ≤ x1 < pm та 0 ≤ x2 < pn.
Оскiльки, як зазначено вище, локальних майже-

кiлець з адитивною групою кватернiонiв не iснує,
то розглядались локальнi майже-кiльця, адитивна
група яких iзоморфна групi G(pm, pn). Наступна
теорема характеризує основнi властивостi таких
майже-кiлець за умови, що вони iснують.
Теорема 8. Нехай R — локальне майже-кiльце,

адитивна група R+ якого iзоморфна групi

G(pm, pn). Тодi R+ = 〈a〉+ 〈b〉, один iз елементiв

a, b є одиничним елементом в R та виконуються

такi твердження:

1) apm = bpn = 0 та a+ b = b+ a(1 + pm−1);
2) якщо a — одиничний елемент в R, то m > n,

L = 〈a · p〉+ 〈b〉 та

R∗ = {ax1 + bx2 | x1 6≡ 0 (mod p)};
3) якщо b — одиничний елемент в R, то p = 2,

m ≤ n, L = 〈a〉+ 〈b · 2〉 та

R∗ = {ax1 + bx2 | x2 ≡ 1 (mod 2)}.
Спираючись на цей результат, знайдено необ-

хiднi та достатнi умови, за яких група G(pm, pn)
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є адитивною групою деякого локального майже-
кiльця, i в такий спосiб отримано повну класифi-
кацiю таких адитивних груп.
Теорема 9. Для довiльного простого числа p та

таких натуральних чисел m, n, що m > n > 1
або p = 2 та 1 < m ≤ n, iснує локальне майже-

кiльце R, адитивна групаR+ якого iзоморфна групi

G(pm, pn).

Локальнi майже-кiльця на неметациклiчних

групах Мiллера — Морено. У працях [44] та [45]
вивчались локальнi майже-кiльця на неметациклiч-
них групах Мiллера — Морено.

Нехай адитивна група локального майже-кiльця
R iзоморфна групi G(pm, pn, p) для пiдходящих
простого p та натуральних чисел m, n, тодi R+ =
= 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉 з елементами a, b та c, що
задовольняють спiввiдношення apm = bpn = 0,
−b+ a+ b = a+ c та −b + c + b = c, причо-
му a є одиничним елементом в R та кожний еле-
мент x ∈ R однозначно записується у виглядi x =
= ax1 + bx2 + cx3 з коефiцiєнтами 0 ≤ x1 < pm,
0 ≤ x2 < pn та 0 ≤ x3 < p. Зокрема, для кожно-
го x ∈ R виконується рiвнiсть xa = ax =
= x та iснують однозначно визначенi вiдображен-
ня α : R → Zpm , β : R → Zpn та γ : R → Zp, для
яких

xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x).

Теорема 10. Виконуються такi твердження:

1) L = 〈a · p〉+ 〈b〉+ 〈c〉 та, зокрема, L — пiдгрупа

iндексу p в R+;

2) елемент x = ax1 + bx2 + cx3 є оборотним тодi

i тiльки тодi, коли x1 6≡ 0 (mod p).

Що стосується неметациклiчних p-груп Мiлле-
ра — Морено, тобто груп G(pm, pn, p), то доведе-
но, що кожна така група порядку pn > 8 є ади-
тивною групою деякого локального майже-кiльця,
причому мультиплiкативна група кожного такого
майже-кiльця має порядок pn−1(p−1). Бiльш того,
оскiльки в групi G(pm, pn, p), записанiй адитивно,
кожний елемент x = ax1+bx2+cx3 єдиним чином
задається коефiцiєнтами 0 < x1 < pm, 0 < x2 < pn

та 0 < x3 < p, то операцiю множення можна запи-
сати в явному виглядi.
Теорема 11. У групi G = G(pm, pn, p) операцiя

«∗», задана як

x ∗ y = a(x1y1 + pkx2y2) + b(x2y1 + x1y2) +

+ c(−x1x2

(
y1
2

)
+ x3y1 + x2

1y3),

є асоцiативною та лiво-дистрибутивною по вiдно-

шенню до операцiї «+» групи G та визначає деяке

нуль-симетричне локальне майже-кiльце (G,+, ∗).
Локальнi майже-кiльця на розщеплювальних

метациклiчних групах. Нагадаємо, що група G

називається метациклiчною, якщо iснує така нор-
мальна пiдгрупа 〈a〉, що фактор-група G/〈a〉 є ци-
клiчною. Для простого p метациклiчна p-група G
є розщеплювальною, якщо i тiльки якщо вона роз-
кладається в напiвпрямий добуток G = 〈a〉 ⋊ 〈b〉
циклiчної нормальної пiдгрупи 〈a〉 та циклiчної
пiдгрупи 〈b〉.

Нехай R — локальне майже-кiльце, адитивна
група R+ якого є неабелевою розщеплювальною
метациклiчною p-групою. Тодi група R+ поро-
джується елементами a та b порядкiв pm та pn,
вiдповiдно, один з яких збiгається з одиничним
елементом з R та a + b = b + a(1 + pm−r),
якщо R+ є iзоморфною групi G(pm, pn, r), та
a+ b = b+ a(−1 + 2m−r), якщо R+ є iзоморфною
групi G(2m, 2n,−r).

У наступних теоремах (див. [46]) отрима-
но класифiкацiю розщеплюваних метациклiчних
груп, якi є адитивними групами локальних майже-
кiлець.
Теорема 12. Нехай R — локальне майже-

кiльце, адитивна група R+ якого iзоморфна групi

G(pm, pn, r). Тодi R+ = 〈a〉+ 〈b〉, один з елементiв

a або b збiгається з одиницею в R та виконуються

такi твердження:

1) apm = bpn = 0 та a+ b = b + a(1 + pm−r) з

1 ≤ r < min{m,n+1} та r < m− 1 для p = 2;
2) якщо a є одиницею в R, то m ≥ n + r ≥ 2r,

L = 〈ap〉+ 〈b〉 та

R∗ = {ax1 + bx2 | x1 6≡ 0 (mod p)};

3) якщо b є одиницею в R, то p = 2 < m ≤ n,

r = 1, L = 〈a〉+ 〈b2〉 та

R∗ = {ax1 + bx2 | x2 ≡ 1 (mod 2)}.

Теорема 13. Нехай R — локальне майже-

кiльце, адитивна група R+ якого iзоморфна групi

G(2m, 2n,−r). Тодi R+ = 〈a〉+ 〈b〉, елемент b є

одиницею в R та виконуються такi твердження:

1) r + 1 < m ≤ n та 0 ≤ r ≤ 1;
2) a2m = b2n = 0 та a+ b = b+ a(−1 + 2m−r);
3) L = 〈a〉+ 〈b2〉 та

R∗ = {ax1 + bx2 | x2 ≡ 1 (mod 2)}.

Мультиплiкативнi групи локальних майже–

кiлець. Як вiдомо, теорiя груп оборотних елемен-
тiв виникла як одна з областей застосування груп
i бере свiй початок iз вивчення мультиплiкатив-
них груп полiв. Починаючи з XIX столiття у цьо-
му напрямку було одержано значну кiлькiсть ре-
зультатiв, багато з яких є класичними: теорема
Дiрiхле про групи оборотних елементiв у полях
алгебраїчних чисел, опис Гензеля групи одиниць
поля p-адичних чисел, будова мультиплiкативних
груп полiв Ґалуа. На сьогоднi охарактеризовано
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мультиплiкативну структуру всiх найбiльш важли-
вих класiв полiв.

Наступним природним кроком був перехiд до
вивчення груп одиниць «некомутативних полiв»
(тобто тiл). Одна з перших задач на цьому шляху
була пов’язана з класичною теоремою Ваддербар-
на, яка говорить, що кожне скiнченне тiло є полем.
А саме: з цiєї теореми випливає, що кожна скiнчен-
на пiдгрупа мультиплiкативної групи тiла ненульо-
вої характеристики циклiчна. Проте у випадку тiла
характеристики нуль це твердження неправильне,
i тому виникає питання про класифiкацiю скiнчен-
них груп, якi можуть бути пiдгрупами мультиплi-
кативної групи тiла характеристики нуль. Цю про-
блему повнiстю розв’язав Амiцур (1955 р.).

Значна увага також була зосереджена на вивчен-
нi будови кiлець, мультиплiкативна група яких за-
довольняє деякi узагальнення абелевостi (зокрема
умови нiльпотентностi та розв’язностi).

Доволi детальна iнформацiя про будову муль-
типлiкативних груп тiл дала змогу дослiдникам
вивчати бiльш широкi класи асоцiативних кiлець
iз заданими групами оборотних елементiв. Напри-
клад, Джiлмер [47] описав усi скiнченнi локальнi
кiльця з циклiчною групою одиниць.

Низку праць було спрямовано на встановлен-
ня взаємозв’язкiв мiж локальним майже-кiльцем та
його мультиплiкативною групою.

Мультиплiкативнi групи скiнченних майже-
полiв вивчав Цассенхауз. Лай [48] надав повну
характеризацiю скiнченних спадкових груп майже-
полiв.

Властивостi локальних майже-кiлець iз кому-
тативною групою одиниць вивчав Городник [49].
Зокрема, вiн описав локальнi майже-кiльця з ци-
клiчними групами одиниць. А саме: якщо муль-
типлiкативна група локального майже-кiльця є
циклiчною, то адитивна група є або групою типу
(2, 2, 2), або (2, 4).

У статтi [36] дослiджено локальнi майже-кiльця
з мультиплiкативною групою дiедра та доведено,
що кожне локальне майже-кiльце з мультиплiка-
тивною групою дiедра є скiнченним з адитивною
групою, яка є або 3-групою порядку не вище 9, або
2-групою порядку не вище 32. Опис таких майже-
кiлець було продовжено в дисертацiї Хуберта [50],
зокрема, було встановлено, що якщо мультиплi-
кативна група локального майже-кiльця є групою
дiедра, то порядок цього майже-кiльця не переви-
щує 16.

Сисак та Дi Термiнi в [51] показали, що якщо R
є локальним майже-кiльцем (не обов’язково нуль-
симетричним), мультиплiкативна група якого є уза-
гальненою групою кватернiонiв, то мультиплiка-
тивна група є або групою кватернiонiв порядку 8,
або узагальненою групою кватернiонiв порядку 16
з абелевими адитивними групами таких типiв:

(3, 3), (2, 2, 2, 2), (2, 2, 4), (2, 2, 2, 2, 2) та (2, 2, 2, 4),
а пiдгрупа необоротних елементiв є тривiальною
в першому випадку та елементарною абелевою iн-
дексу 2 в iнших.

Наступним природним кроком є дослiдження
майже-полiв та локальних майже-кiлець, мульти-
плiкативна група яких є групою Мiллера — Мо-
рено, тобто мiнiмальною неабелевою. Майже-поля
iз зазначеною властивiстю описали автори в статтi
[52].

У наступнiй теоремi (див. [53]) описано локаль-
нi майже-кiльця порядку 2n з мультиплiкативною
групою Мiллера — Морено.
Теорема 14. Нехай R — локальне майже-кiльце по-

рядку 2n, мультиплiкативна група якого є групою

Мiллера–Морено, та L пiдгрупа всiх необоротних

елементiв з R. Тодi n ≥ 4 та виконуються такi

твердження:

I) якщо R — майже-поле, то R∗ — група Мiлле-

ра — Морено порядку 63;
II) якщо |R : L| > 2, то R+ — група порядку 22p

та експоненти не вище 4, де p — просте чи-

сло, для якого число 2p − 1 є простим числом

Мерсенна, R∗ — група Мiллера — Морено по-

рядку 2p(2p−1) та L — елементарна абелева

2-група, в якiй xy = 0 для всiх x, y ∈ L;
III) якщо |R : L| = 2, то при n ≥ 7 пiдгрупа L

абелева, а R∗ — неметациклiчна група Мiлле-

ра — Морено порядку 2n−1 та експоненти не

вище 2n−4.

Оскiльки майже-поля з мультиплiкативною гру-
пою Шмiдта повнiстю описано в статтi одного
з авторiв [54], то далi було дослiджено локаль-
нi майже-кiльця, пiдгрупи необоротних елементiв
яких є нетривiальними. Пiдсумовуючи, отримаємо
таку теорему (див. [55]).
Теорема 15. Нехай R — локальне майже-кiльце

порядку pn, мультиплiкативна група R∗ якого є

групою Шмiдта, та не є майже-полем. Тодi ви-

конуються такi твердження:

I) якщо R — майже-поле, то R∗ — або неабеле-

ва метациклiчна група одного з порядкiв 24,

63, 80, або група SL(2, 3);
II) якщо p > 2, то |R| = p2 для деякого про-

стого числа Ферма p, адитивна група R+ є

елементарною абелевою та iснує такий не-

оборотний елемент a iз R, що R+ = 〈i〉+〈a〉,
де i — одиниця в R, a2 = 0 та (ik)a = −ak
для довiльного первiсного кореня k за моду-

лем p. Зокрема, для кожного простого числа

Ферма p iснує єдине локальне майже-кiльце

порядку p2, мультиплiкативна група якого є

групою Мiллера — Морено;
III) якщо p = 2, то |R| = 2n з n = 2m, де m —

просте число, для якого 2m − 1 є простим

числом Мерсенна, та R∗ є групою Мiллера —

Морено.
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Система комп’ютерної алгебри GAP
та локальнi майже-кiльця

Розробку системи комп’ютерної алгебри GAP
(Groups, Algorithms and Programming) було розпо-
чато у 1986 роцi в мiстi Аахен, Нiмеччина. Спо-
чатку систему GAP розробляли пiд Unix, а по-
тiм адаптували для роботи в iнших операцiйних
системах. Зауважимо, що ряд пакетiв, якi розши-
рюють функцiональнiсть системи, працює тiльки в
середовищi Unix/Linux. Поточна версiя системи —
GAP 4.8.10.

Система GAP є вiльно розповсюджуваною, вiд-
критою та розширюваною. Разом iз системою роз-
повсюджується багато нових версiй пакетiв для неї.

Система складається з чотирьох основних ком-
понент:

• ядра системи, що забезпечує пiдтримку мови
GAP, роботу з системою в програмному та
iнтерактивному режимах;

• бiблiотеки функцiй, в яких реалiзовано рiзно-
манiтнi алгебраїчнi алгоритми;

• бiблiотеки даних, яка мiстить, наприклад,
бiблiотеку всiх груп порядку не бiльшого
за 2000 (за винятком 49487365422 груп по-
рядку 1024), що в сукупностi є ефективним
засобом висування та тестування наукових
гiпотез;

• документацiї, що доступна в рiзних форма-
тах, а також через Iнтернет.

Групи в системi GAP можуть бути заданi в
рiзнiй формi, наприклад, як групи пiдстановок,
матричнi групи та iн. Окремi групи заданi без-
посередньо як бiблiотечнi функцiї (наприклад, си-
метрична та знакозмiнна групи, група дiедра, ци-
клiчна група та iн.). Кожна група з бiблiотеки
задана в нiй типом iзоморфiзму у виглядi пари
[n,m], де n — порядок групи та m — її номер у
списку всiх неiзоморфних груп порядку n. Групу,
яка має тип [n,m], можна викликати з бiблiотеки за
допомогою функцiї SmallGroup. Наприклад, група
кватернiонiв Q8 задається як

G:=SmallGroup(8,4);

Пакет SONATA [56] (абревiатура вiд «Systems of
nearrings and their applications») — це пакет для по-
будови та аналiзу скiнченних майже-кiлець. У цьо-
му пакетi мiститься бiблiотека всiх 68659 майже-
кiлець порядку меншого за 16, та всiх майже-кiлець
з одиницею порядку меншого за 32, а також рiзно-
манiтнi функцiї для аналiзу структури та елементiв
скiнченних майже-кiлець. Кожне майже-кiльце
N з бiблiотеки пакета SONATA задається парою
(G,n), в якiй G — група пiдстановок, iзоморфна
адитивнiй групi N+, та n — номер майже-кiльця
N у списку всiх неiзоморфних майже-кiлець з
адитивною групою, iзоморфною G. Кiлькiсть m

Таблиця 1

IдГрупи Структурний IдГрупи Структурний

(R+) опис (L) опис

[4, 1] C4 [2, 1] C2

[4, 2] C2 × C2 [2, 1] C2

[8, 1] C8 [4, 1] C4

[8, 2] C4 × C2 [4, 2] C2 ×C2

[8, 5] C2 ×C2 × C2 [4, 2] C2 ×C2

[9, 1] C9 [3, 1] C3

[9, 2] C3 × C3 [3, 1] C3

[16, 1] C16 [8, 1] C4 ×C2

[16, 2] C4 × C4 [8, 2] C4 ×C2

[16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 [8, 5] C2 × C2 × C2

[16, 4] C4 ⋊ C4 [8, 2] C4 ×C2

[16, 5] C8 × C2 [8, 2] C4 ×C2

[16, 6] C8 × C2 [8, 2] C4 ×C2

[16, 10] C4 ×C2 × C2 [8, 5] C2 × C2 × C2

[16, 12] C2 ×Q8 [4, 2] C2 ×C2

[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 [8, 5] C2 × C2 × C2

[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 [4, 2] C2 ×C2

[25, 1] C25 [5, 1] C5

[25, 2] C5 × C5 [5, 1] C5

[27, 1] C27 [9, 1] C9

[27, 2] C9 × C3 [9, 2] C3 ×C3

[27, 3] (C3 × C3)⋊ C3 [9, 2] C3 ×C3

[27, 4] C9 ⋊ C3 [9, 2] C3 ×C3

[27, 5] C3 ×C3 × C3 [9, 2] C3 ×C3

майже-кiлець на заданiй групi визначається однiєю
з команд

m:=Size(AllLibraryNearRings(G));

або

m:=Size(

AllLibraryNearRingsWithOne(G));

Майже-кiльце N можна викликати з бiблiотеки,
вiдповiдно, командами

N:=LibraryNearRing(G,n);

або

N:=LibraryNearRingWithOne(G,n);

У першому випадку G — група порядку не вище 15,
i тодi N не обов’язково матиме мультиплiкатив-
ну одиницю, а в другому — порядок G не переви-
щує 31 та N є майже-кiльцем з одиницею.

Локальнi майже-кiльця з пакета SONATA.

Щоб визначити, чи буде вибране майже-кiльце R
локальним, за допомогою команди

u:=Size(NearRingUnits(R));

знаходимо порядок u мультиплiкативної групи R∗

цього майже-кiльця. Далi за допомогою команди
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Таблиця 2

Iд
Гр

уп
и(
G
),

n
(G

)

Iд
Гр

уп
и(
R

∗

)

С
тр

ук
ту

р-
ни

й
оп

ис

n
(R

∗

)

[4, 1] [2, 1] C2 1
1

[4, 2] [2, 1] C2 2
2

[8, 1] [4, 2] C2×C2 1
1

[8, 2] [4, 1] C4 2
5 [4, 2] C2×C2 3

[8, 5] [4, 1] C4 2
6 [4, 2] C2×C2 4

[9, 1] [6, 2] C6 1
1

[9, 2] [6, 1] S3 2
3 [6, 2] C6 1

[16, 1] [8, 2] C4×C2 1
1

[16, 2] [8, 2] C4×C2 10
29 [8, 3] D8 9

[8, 5] C2×C2×C2 6
[12, 3] A4 2
[12, 5] C6×C2 2

Iд
Гр

уп
и(
G
),

n
(G

)

Iд
Гр

уп
и(
R

∗

)

С
тр

ук
ту

р-
ни

й
оп

ис

n
(R

∗

)

[16, 3] [8, 2] C4×C2 14
37 [8, 3] D8 17

[8, 5] C2×C2×C2 6
[16, 4] [8, 2] C4×C2 7

24 [8, 3] D8 10
[8, 5] C2×C2×C2 7

[16, 5] [8, 2] C4×C2 8
33 [8, 3] D8 16

[8, 5] C2×C2×C2 9
[16, 6] [8, 2] C4×C2 8

33 [8, 3] D8 17
[8, 5] C2×C2×C2 8

[16, 10] [8, 2] C4×C2 96
251 [8, 3] D8 90

[8, 4] Q8 24
[8, 5] C2×C2×C2 41

[16, 12] [12, 3] A4 2
2

[16, 14] [8, 2] C4×C2 84
229 [8, 3] D8 77

[8, 4] Q8 24

Iд
Гр

уп
и(
G
),

n
(G

)

Iд
Гр

уп
и(
R

∗

)

С
тр

ук
ту

р-
ни

й
оп

ис

n
(R

∗

)

[8, 5] C2×C2×C2 37
[12, 3] A4 5
[12, 5] C6×C2 2

[25, 1] [20, 2] C20 1
1

[25, 2] [20, 1] C5⋊C4 1
5 [20, 2] C20 1

[20, 3] C5⋊C4 3
[27, 1] [18, 2] C18 1

1
[27, 2] [18, 3] C3×S3 4

13 [18, 5] C6×C3 9
[27, 3] [18, 3] C3×S3 4

4
[27, 4] [18, 3] C3×S3 4

4
[27, 5] [18, 3] C3×S3 3

12 [18, 4] (C3×C3)⋊C2 4
[18, 5] C6×C3 5

Id:=NearRingIdeals(R);

визначаємо список усiх iдеалiв майже-кiльця R, а
командою

Ord:=List(Id,Size);

— вiдповiдний список їх порядкiв. Найбiльший iз
цих порядкiв — порядок

t:=Size(R);

Якщо число t−u мiститься в списку Ord, то майже-
кiльце R є локальним, в iншому разi — нi.

Позначимо через Cn циклiчну групу поряд-
ку n, IдГрупи(R+) тип групи G у бiблiотецi
AllSmallGroups системи GAP.

Наступнi два твердження легко отримати з ре-
зультатiв статтi [42].
Твердження 16. Нехай R — локальне майже-

кiльце порядку не вище 31, яке не є майже-

полем. Тодi група R+ та її пiдгрупа L є такими

(див. табл. 1).

Наступне твердження мiстить кiлькiсть не-
iзоморфних локальних майже-кiлець порядку не
вище 31, якi не є майже-полями, iз заданими
адитивними та мультиплiкативними групами.
Твердження 17. Нехай n(G) — кiлькiсть усiх не-

iзоморфних локальних майже-кiлець R порядку не

вище 31, якi не є майже-полями, адитивна група

R+ яких iзоморфна групi G. Якщо n(R∗) — кiль-

кiсть цих майже-кiлець, для яких IдГрупи(R∗) є

фiксованим, то виконується таке (див. табл. 2).

Таблиця 3

IдГрупи Структурний IдГрупи Структурний

(R+) опис (L) опис

[32, 1] C32 [16, 1] C16

[32, 2] (C4 × C2)⋊ C4 [16, 10] C4 × C2 × C2

[32, 3] C8 × C4 [16, 2] C4 × C4

[32, 4] C8 ⋊ C4 [16, 2] C4 × C4

[32, 5] (C8 × C2)⋊ C2 [16, 10] C4 × C2 × C2

[32, 6] ((C4 × C2)⋊ [16, 11] C2 ×D8

C2)⋊ C2

[32, 7] (C8 ⋊ C2)⋊ C2 [16, 11] C2 ×D8

[32, 8] C2.((C4 × [16, 12] C2 ×Q8

C2)⋊ C2)

[32, 12] C4 ⋊ C8 [16, 2] C4 × C4

[32, 16] C16 × C2 [16, 5] C8 × C2

[32, 17] C16 ⋊ C2 [16, 5] C8 × C2

[32, 21] C4 × C4 ×C2 [16, 10] C4 × C2 × C2

[32, 22] C2 × ((C4 × [16, 14] C2 × C2 ×

C2)⋊ C2) C2 × C2

[32, 23] C2 × (C4 ⋊ C4) [16, 10] C4 × C2 × C2

[32, 24] (C4 × C4)⋊ C2 [16, 10] C4 × C2 × C2

[32, 36] C8 × C2 ×C2 [16, 10] C4 × C2 × C2

[32, 37] C2 × (C8 ⋊ C2) [16, 10] C4 × C2 × C2

[32, 45] C4 × C2 × [16, 14] C2 × C2 ×

C2 × C2 C2 × C2

[32, 51] C2 × C2 × C2 × [16, 14] C2 × C2 ×

C2 × C2 C2 × C2
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Таблиця 4

IдГрупи(G), IдГрупи Структурний n(R∗)

n(G) (R∗) опис
[32, 1] [16, 5] C8 × C2 1

1
[32, 2] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 369
1397 [16, 10] C4 × C2 × C2 198

[16, 11] C2 ×D8 764
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 66

[32, 3] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 208
880 [16, 10] C4 × C2 × C2 128

[16, 11] C2 ×D8 489
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 55

[32, 4] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 238
798 [16, 10] C4 × C2 × C2 100

[16, 11] C2 ×D8 424
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 36

[32, 5] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 548
1945 [16, 10] C4 × C2 × C2 232

[16, 11] C2 ×D8 1077
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 88

[32, 6] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 64
433 [16, 11] C2 ×D8 225

[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 144
[32, 7] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 32
225 [16, 11] C2 ×D8 121

[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 72
[32, 8] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 32
208 [16, 11] C2 ×D8 104

[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 72
[32, 12] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 624
2406 [16, 10] C4 × C2 × C2 312

[16, 11] C2 ×D8 1350
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 120

[32, 16] [16, 10] C4 × C2 × C2 33
129 [16, 11] C2 ×D8 16

[16, 12] C2 ×Q8 16
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 64

[32, 17] [16, 10] C4 × C2 × C2 32
129 [16, 11] C2 ×D8 16

[16, 12] C2 ×Q8 16
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 65

[32, 21] [16, 2] C4 × C4 256
135558 [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 634

[16, 4] C4 ⋊ C4 136
[16, 5] C8 × C2 4
[16, 6] C8 ⋊ C2 2
[16, 10] C4 × C2 × C2 13630
[16, 11] C2 ×D8 62910
[16, 12] C2 ×Q8 4368
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 49152
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 4466

[32, 22] [16, 2] C4 × C4 1024
149374 [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 5936

[16, 4] C4 ⋊ C4 3120
[16, 5] C8 × C2 20
[16, 6] C8 ⋊ C2 30

IдГрупи(G), IдГрупи Структурний n(R∗)

n(G) (R∗) опис
[16, 10] C4 × C2 ×C2 14457
[16, 11] C2 ×D8 66579
[16, 12] C2 ×Q8 4368
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 49368
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 4472

[32, 23] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 458
157905 [16, 4] C4 ⋊ C4 4

[16, 10] C4 × C2 ×C2 13414
[16, 11] C2 ×D8 85208
[16, 12] C2 ×Q8 4416
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 49920
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 4485

[32, 24] [16, 10] C4 × C2 ×C2 24576
262544 [16, 11] C2 ×D8 123080

[16, 12] C2 ×Q8 8192
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 98504
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 8192

[32, 36] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 448
177175 [16, 10] C4 × C2 ×C2 16770

[16, 11] C2 ×D8 83244
[16, 12] C2 ×Q8 5472
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 65536
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 5705

[32, 37] [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 496
527419 [16, 10] C4 × C2 ×C2 49514

[16, 11] C2 ×D8 247431
[16, 12] C2 ×Q8 16384
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 197008
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 16586

[32, 45] [16, 2] C4 × C4 16435
>6684533 [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 40447

[16, 4] C4 ⋊ C4 47904
[16, 5] C8 × C2 24
[16, 6] C8 ⋊ C2 32
[16, 8] QD16 14
[16, 9] Q16 14
[16, 10] C4 × C2 ×C2 741652
[16, 11] C2 ×D8 2190035
[16, 12] C2 ×Q8 710359
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 2847717
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 >89900

[32, 51] [16, 2] C4 × C4 5983
>7007053 [16, 3] (C4 × C2)⋊ C2 23205

[16, 4] C4 ⋊ C4 17100
[16, 5] C8 × C2 24
[16, 6] C8 ⋊ C2 32
[16, 8] QD16 14
[16, 9] Q16 14
[16, 10] C4 × C2 ×C2 789167
[16, 11] C2 ×D8 2566765
[16, 12] C2 ×Q8 703803
[16, 13] (C4 × C2)⋊ C2 2808419
[16, 14] C2 × C2 × C2 × C2 >92527
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Локальнi майже-кiльця порядку 32. Наступнi
теореми, отриманi разом з Я. П. Сисаком, — ре-
зультат обчислень, виконаних на суперкомп’ютерi
Iнституту кiбернетики та кластерi Iнституту ма-
тематики НАН України з використанням системи
комп’ютерної алгебри GAP.

Зауважимо, що з 51 неiзоморфної групи поряд-
ку 32 тiльки 19 є адитивними групами локальних
майже-кiлець.
Теорема 18. Нехай R — локальне майже-кiльце

порядку 32. Тодi група R+ та її пiдгрупа L

є такими (див. табл. 3).

Наступна теорема мiстить кiлькiсть неiзо-
морфних локальних майже-кiлець порядку 32
iз заданими адитивними та мультиплiкативними
групами.
Теорема 19. Нехай n(G) — кiлькiсть усiх неiзо-

морфних локальних майже-кiлець R порядку 32,

адитивна група R+ яких iзоморфна групi G. Якщо

n(R∗) — кiлькiсть цих майже-кiлець, для яких

IдГрупи(R∗) є фiксованим, то виконується таке

(див. табл. 4).
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I. Raievska, M. Raievska

FINITE LOCAL NEARRINGS

Nearrings arise naturally in the study of systems of nonlinear mappings, and they have been studied for
many decades. Basic definitions and many results concerning nearrings can be, for instance, found in [G. Pilz.
Near-rings. The theory and its applications. North Holland, Amsterdam, 1977].

Nearrings are generalized rings in the sense that the addition need not be commutative and only one
distributive law is assumed. Clearly, every associative ring is a nearring, and each group is an additive group
of a nearring, but not necessarily of a nearring with identity. The question what group can be an additive group
of a nearring with identity is far from solution.

A nearring with identity is called local if the set of all its non-invertible elements is a subgroup of its
additive group. A study of local nearrings was initiated by Maxson (1968) who defined a number of their
basic properties and proved, in particular, that the additive group of a finite zero-symmetric local nearring is a
p-group. The determination of the non-abelian finite p-groups which are the additive groups of local nearrings
is an open problem (Feigelstock, 2006).

The list of all local nearrings of order at most 31 can be extracted from the package SONATA
(https://www.gap-system.org/Packages/sonata.html) of the computer system algebra GAP (https://
www.gap-system.org/).

We observe also that there exist 14 non-isomorphic groups of order 16 = 24 from which 9 are the additive
groups of local nearrings. Groups of order 32 = 25 with this property are described. In particular, among 51
non-isomorphic groups of this order only 19 are these additive groups.

In this paper finite local nearrings are studied. Moreover, local nearrings of order at most 32 are classified.

Keywords: local nearring, nearring with identity, additive group, multiplicative group.
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