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AnHOTaA

VlccaenoBane! mpobseMbl (PVHAHCOBOTO ODecIliedeHNs PasBUTUA SKCIIOPTHOrO MOTEHLMAa IPeAIPUATAI MO-
PEX03AICTBEHHOTO KOMILIEKca YKpauHbl IloTeHIMaJIbHBIE SKCIIOPTHBIE BO3MOXMKHOCTM YKPAWHCKUX IIpef-
IPUATUI MOPEXO03ANCTBEHHOIO KOMILJIIEKCA MOYKHO Peasin30BaTh JIMIIb IPK YCJIOBMUAX TOCYAAPCTBEHHON IO -
JIIEPsKKIM, B YaCTHOCTU B cpepe puHaHCUpPOBaHNUA. HaJsloroBble phbryaru ABJIAITCA dPQPEKTUBHBIM CPEICTBOM
aKTUBU3AIMNM Pa3BUTUA HKCIOPTHOTO MOTEHIMaIa MOPCKOi oTpacin. OnpenesneHa Liejaecoobpas3HOCTb co34a-
HUA CIEeNMaJM3MPOBAHHOTO TOCYZAaPCTBEHHOIO YUPEsKJeHNA 10 CTPAXOBAaHMIO M TapaHTUPOBAHMUIO DKCIIOPT-
HBIX OIlepalyii yKPaMHCKUX IIPEANPUATHUII MOPeX03dAiCTBEHHOro KoMmilekca. O0ocHOBaHa HeOOXOIVMMOCTb
co3naHnua BaHKa pasBUTUA C I[eJIbI0 IIOBBIIIEHNS IOTEHIMAaa MOPEX03ACTBEHHOIO KOMILIEK a.
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La présente étude s’intéresse au développement de la méthode généralisée des transformations intégrales
d’analyse de 1'état de tension et de déformation des coques surbaissée en forme de bande. Dans cette étude,
on se préoccupe de la flexion des coques surbaissée ayant un support. C'est support intermédiaire est interne,
rigide et semi — infini. Le support provoque des sauts des efforts tranchants généralisés. On se propose d’ex-
aminer la solution de ce probléme a ’aide de la méthode généralisée de transformations intégrales.

Mots clés: flexion, coque cylindrique, support rigide, méthode généralisée de transformations intégrales.

ormulation d'un probléme. Développement

de méthodes efficaces pour définir de I'état
de tension et de déformation des structures ayants
des inclusions minces, des supports, des fissures
et autres concentrateurs des efforts est une tache
importante, a la fois d'un point de vue théorique
et pratique, en raison de leur grande application
pratique. Méthode analytique des transformations
intégrales généralisées est l'une des branches de
la méthode des ¢éléments de frontie¢re. Elle ne né-
cessite pas de grande capacité pour le calcul de
haute performance. Cette méthode est basée sur
la réduction du probléme d'un systéme d'équations
intégrales en tenant compte des caractéristiques de
ces équations. La présente étude est consacrée a
I’analyse de la concentration des efforts et de la
flexion des enveloppes a ’aide de la méthode de
transformations intégrales généralisées.

L'analyse des derniéres études et publications.
L'analyse de la conductivité thermique des plaques
avec S interne — en forme de source de chaleur
est obtenue par la méthode des transformations
intégrales généralisées dans [1; 2]. Méthode a été

développée pour résoudre le probléeme de flexion
de la plaque isotrope [3] et orthotrope [4] avec ir-
régularités linéaires, orientés au hasard. Solution
exacte de la courbure d'une coque surbaissée, en
présence d’un semi-infini support de Winkler a été
obtenue dans [5], par réduction au probléeme de
Riemann. Le probléme de la flexion d'une coque
surbaissée rectangulaire avec l'inclusion a été ré-
duit au systéme d'équations intégrales dans [6]. Dé-
veloppement de la méthode de solution le probléme
de la flexion des coques surbaissées cylindriques
rectangulaires avec des inclusions mince, rigides,
linéaires réalisée dans [7]. A savoir, dans cet article
on a obtenu la solution numérique du probléme
de flexion coque surbaissée cylindriques rectangu-
laires avec inclusion finie.

Le but de cet article est d’abord, d'obtenir la
solution exacte du phénomene stationnaire aux
frontiéres de la flexion d’une enveloppe cylin-
drique a pente douce en présence d’un support ri-
gide intermédiaire semi — infini. Puis, et a 'aide de
cette solution, d'analyser de la tension de contact a
extrémité du support rigide.
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Formalisation mathématique du probléme
frontiére et sa réduction au probléme de Riemann.
On considére une coque surbaissée cylindrique a
pente douce, dont la projection sur le plan est la
bande (0<y<b; — w<x<o®). On admet que cette
coques surbaissée est sur appuis simples le long des
frontieéres (y =0,b; — o< x <) et qu’elle est renfor-
cée par le support rigide intermédiaire (y=5b/2=/ ;
0 < x < ). La coque se replie sous la charge trans-
versale appliquée a sa surface, charge paire, par
rapport a la droite y=/. La charge a une intensité
q(x,y). Le contact entre la coque et le support est
supposé lisse, complet, bilatéral et continu. On se
propose de trouver les tensions y(x) existant dans
la coque a la zone de contact avec le support. Nous
supposons que:

q(x,3)=¢,(x)q,(¥); (0<y<h; —0< x<0)
g(x)es,, g,(»)=0(Q1),

(1.1)

(1.2)
ou

S ={q,(x): m,neN, q,(x)eC; & sup [x"zxi‘”}:Al};

N — l'ensemble des nombres entiers naturels;
C” — l'espace des fonctions infiniment différen-
tiables par rapport a la variable x; la constante A,
dépend de m et n; ¢,(¥)=0(1) signifie, que la fonc-
tion q est bornée (sur [0,b]). En utilisant [8] et en
tenant compte de (1.2), on peut procéder a la for-
malisation mathématique de ce probléme frontiére:

NO(x,y)+icA,0(x,y) = f(x,y) (0<y<bh; —o<x<x); (1.3)

y=0,b: O(x,y)=0"0(x,y)/d* =0 (14)

0'0(x,y)/ox' >0,i=03 (0<y<bh), (1.5)

ou 0O(x,y) représente la fonction complexe, qui
exprime la fléeche w(x,y) de la surface du milieu de
I’enveloppe et la fonction des tensions ¢(x,y) de la
coque:

w(x,y) = c(ER) ' Im(O(x, »),  @(x,y) =Re(0(x, ),

X —> too:

A* — lopérateur biharmonique, A, =k,0/ax%,
f(x,y) = -icq(x,y), c=+4120-v*)/h, i:\/—_lb, v — le

coefficient de Poisson, E — le module de 1'élasticité,
k, et h respectivement — la courbure et 1'épaisseur
de l'enveloppe. Il faut remarquer que 1'équation
(1.3) est correcte dans tout le domaine indiqué sauf
sur la ligne du support renforgant. La présence de
ce support provoque la rupture de la continuité des
efforts tranchants généralisés Vy de la coque (sur
cette ligne). On note

(V,(x.0) =V, (x,]=0) =V, (x,] +0) =y(x) (0<x <o)

V,(x,) = =Dy [2 = V)& w(x, y) /520y + & w(x, y) 3y

D, = ER* /(12(1-v?)).
En outre, la fleche, 'angle du mouvement, le
moment fléchissant, les forces de cisaillement et le

déplacement le long des axes x et y restent conti-
nus. La fléche satisfait alors a 1'équation

w(x,[)=0, (0<x<o0). (1.7)

Pour résoudre le probléme, on introduit les

fonctions suivantes
w(x), x20
v, (x)= 0

(1.6)

’

x>0
x<0’

0,

. x<0 “"(x)‘{fl(xx
ou f (x) est la fonction inconnue.
Ces fonctions permettent d’écrire les conditions

(1.4) et (1.5) sur l'intervalle —w<x<o:

(1.8)
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(oot ) =—icy (8, k=03,  (L9)
d,, — symbole de Kronecker
cIm(0(x,0) /(ER) =y _(x). (1.10)

Appliquons maintenant la transformation de
Fourier par rapport a la variable x avec le noyau
exp(iax) aux rapports (1.3), (1.4), (1.9) et (1.10). On
obtient finalement
(d*/dy* —a*)6,(y)—ick,a’,(y) = —icq,,q,(y) (0<y<b);(1.11)

d2

y=0 ou y=a: 0.0 = 50,00 =0; (1.12)
(d*0,(n) /6" ) ==ic®™ (@)Sy, k=03 (-0<a<w), (1.13)
cIm(0,(D)(ER) = ® (a), (-o<a<wm), (1.14)

ou ®*(a), 8,(y),q, sont les transformées de Fou-
rier des fonctions y.(x),0(x,y),q,(x) respectivement et
4., €S, On obtient la fonction inconnue 6, (y) sous
la forme d’une somme

0,(1=0,0)+6,,() 0<y<b, (1.15)

ou 0,(y) est la solution du probléme frontiére

(1.11) — (1.12). Elle se trouve a l'aide de la fonction
de Greene G,(y,7) correspondante:

b
0,(») ==ia,,[ G, (v f,(mdn (0<y<b),  (1.16)

-1 sh(alr)sh(als)  sh(opr)sh(aus) ,

G,(y,m)= (
(X -p?) Ash(aib) Hsh(apb)
:{b—n, S.l yen s:{b_y’ Sty [lijz\/li1 &(Hi)a"-
n,  sin<y v, sin>y \u 2

La fonction 6,,(y) est la solution de l’équation
différentielle homogeéne correspondant a (1.11) et
aux conditions (1.12), (1.13). En utilisant les pro-
priétés correspondantes de la fonction de Greene
de ce probléme frontiére, on obtient:

0, (y) =ic®* ()G, (»,])  (0<y<b). (1.17)

En remplacant 6,(y) de (1.14) par (1.15), et en
tenant compte de (1.16), (1.17), on obtient le pro-
bléme de Riemann non homogeéne [9] sur un axe
réel:

(1.18)

D(a)0' (@)= (@) +g(a), (-o<a<w);

D(a) = 4Da’) 'z (@)
z(@) = Re(-2(2 = 12) (th(p2) | 2.~ th(pu) | 1))
b
p=al, gl@)="[Re(G,(Una:(n)dn
00

Etablissement des conditions suffisantes de la
solution du probléme de Riemann. Démontrons le
théoréme suivant, qui est la condition suffisante
pour la construction de la solution du probléme
de Riemann (1.18) par la méthode de factorisation
partielle [9].

Le coefficient du probléme de Riemann (1.16) a
les propriétés principales suivantes :

D(a)eCa=C(R); D(a)=D(-a); (2.1)

c’est-a-dire que D(a) appartient a l'espace des

fonctions continues sur la droite réelle R, que D(a)
est pair. En outre

(-0 <a <),

(2.2)

D(a) € (A4,) pour —oo < q < o0. (2.3)
Démonstration. L'affirmation (2.1) est évidente.
Les affirmations (2.2) sont vérifices a l'aide des
développements asymptotiques correspondants
qui entrent dans l'expression de la fonction D(a).
A présent, démontrons l'affirmation (2.3) — la plus

D(a) = b’ /(48D,)) poura —0; D(a)/ A—> 1 pour o — *oo;
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compliquée et la plus importante. A cet effet, exa-
minons le probléme (1.11) — (1.13) et introduisons
les notations suivantes:

0. (N =r+ir(). (2.4)
En substituant (2.4) dans (1.11) — (1.13) et en
séparant les parties imaginaires et réelles des ex-

pressions obtenues, nous aboutissons au probléme
frontieére suivant:

{ (d 1dy* =)y, (y) + chya’y, (1) = 0 {osm) } (2.5)
@ /dy’ =), (n) +ckya'y (0 ==cq, () | y#lL ]T T

yM=y"(»=0, i=12; (2.6)

(d*7, ()" ) = =@ ()8, k=03; 2.7

On résout le probléme frontiere (2.5) — (2.7) a
l'aide de la méthode généralisée des transforma-
tions intégrales en appliquant la transformation-si-
nus de Fourier finie. En divisant l'intervalle d’inté-
gration (0,b) en deux sous-intervalles, (0, 1) et (1, b),
puis en intégrant (2.5) par parties tout en se ser-
vant des conditions frontiére (2.6) et des conditions
(2.7), nous obtenons un systéme de deux équations
algébriques par rapport aux transformées. En ré-
solvant ce systéme et en appliquant la transforma-
tion inverse au résultat selon Fourier, on obtient

7= Tk 1 M[Iqa (msin(Bidn sin(ﬂl)(D*(a)} ; (28)
_ —2c - Qsin(fy) . i . - (2.9
n»== “794 o an(n)sm(ﬂn)dn sin(/)® (a)] (2.9)

Q=a*+p, Q, =ka*, B=nklb.

Si nous remplagons y,(y) et y,(y) de (2.4) par
leurs expressions respectives (2.8), (2.9); puis (1.14)
par (2.4) nous aboutissons au probléeme de Riemann
(1.18) ou
2 & Qsin’(f)
D(a ),ak e (2.10)

Donc, le coefficient est obtenu sous forme d'une
série a termes positifs absolument convergente, ce
qu’il fallait démontrer.

Résolution du probléme de Riemann et son
analyse. Introduisons les notations suivantes :

U(a)=4D,D(a)(a’ +c2)'*; T(z) =L_ deﬁ (3.1)

2m 7 z
K*(a)=exp(T* () (4D, (a +ic,)’"*); K™ (a) = exp(T™(a)) (@ —ic,) “)’ (3.2)
DI9D(a)=K"(a)/K (), ¢, >0. (3.3)

(Par les signes + et — en exposant, on a dési-
gné les valeurs limites des fonctions d’une variable
complexe, analytique dans les demi-plans supé-
rieur et inférieur, respectivement, pour z— a+i0.
En remplacant D(a) de (1.18) par (3.3) et compte
tenu de (3.1) et (3.2), nous obtenons:

K (o)D" (o) =D ()K () + K ()g(a) s (3-4)
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en outre,

4K (@)g(@)=F' (@)~ F (@); (3.5)

F(z)= J K (t)g(z) (3.6)

En introduisant (3.5) dans (3.4), puis en regrou-
pant les termes et en appliquant le théoréme de
Liouville, on obtient:

K (a)®* (a)-F'(a)=® (@)K (a)-F (a)=0, (3.7)
d’ou

D (a)= F*(a)/K*(a) (3.8)

v.(x) _2— j O (a)e “dar. (3.9)

En étudiant le compotrtement asymptotique des
fonctions présentées dans l'expression (3.8), on ob-
tient que ®*(a)=0(a"?) pour & = o. En vertu de
[10], on a w(x)=0(x""?) pour x —+0. Ce qui signi-
fie que la tension de contact a 'extrémité x=0 du
support rigide a une solution non intégrable. C'est
pourquoi il faut prendre ces intégrales au sens gé-
néralisé [10]. On transforme 1'équation (3.6) de la
facon suivante

F(z)== j K (t)g(t)——ij (g (t)
En supposant
[K (g(t)dt= (3.10)

et en faisant des raisonnements analogues a
ceux exposés plus haut, on obtient ®*(a)=0(a™"?)
pour o — . Donc (x)=0(x ") pour x — +0.
Ainsi, notre probléme frontiere est résolu dans
la classe des fonctions intégrables au point x=0
conformément aux conditions (3.10). En fai-
sant tendre k2 vers zéro et en passant a la li-
mite dans les formules (1.16), (1.15) ou, dans (2.8)
et (2.9), nous aboutissons finalement a la solution
connue [11] du probléme de Riemann (1.18), ou
D(e)=D;'((4e’) 'th(ba/2) - b/(8c’ch* (ba /2))), pour le pro-
bléme de contact d’une plaque ayant la forme d’une
bande (modéle de Kirchhoff) a support semi — in-
fini rigide intermédiaire.

Résultats et conclusions. On a obtenu la so-
lution exacte du probléme frontiere stationnaire
de la flexion d’une coque cylindrique surbaissée
en présence d’un support rigide intermédiaire.
A laide de cette solution, on a analysé la ten-
sion de contact a I'extrémité de ce support. On
a démontré que la tension de contact a l'origine
du support rigide a une solution unique et non
intégrable. C'est pourquoi il faut prendre les inté-
grales rencontrées au sens généralisé [10]. Dans la
classe des fonctions intégrables, ce probléme ad-
met aussi une solution si et seulement si la condi-
tion (3.10) est vérifice.
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OpnecbKMil HALIOHAJIBHNI ITOJIITEeXHIYHMII YHIBEpCUTET

IMOJIOTA IMJAIHAPNIYHA OBOJOHRA 3 {ROPCTRIM
BHYTPIIIHIM HIARPINIJIEHHAM IIIJ{ 3OBHIIIHIM TUCROM

Amnoraris

ITa craTTa 1iKaBa 3aCTOCYBaHHAM y3araJIbHEHOTO METOAY IHTerpaJibHUX [IepeTBOPEeHb NI0 aHaJi3y Halpy-
JKEHO — e(POpPMOBAHOTO CTaHy ODOJIOHOK ITOXWJIII KPUBU3HU y BUIJIAAL CMYTH. ¥ NaHi pobOTi HuIiHApUYHA
000JI0HKA, KA BUTMHAETHCH, Ma€ omopy. 114 ornopa BBaskaeTbCcA BHYTPIIIIHIN, YJKOPCTKOO 1 HaliBHECKIHUEHHOIO.
Omnopa BUKJIMKAE CKA4yKM y3araJbHEHUX IlepepisdyBasbHUX cuJ. IIpornonyeTrbca OyxyBaTy i aHasisyBaTu
pimmenHa niei nmpobsieMy 3a OIOMOTOI0 y3araJbHEHOTO METONY iHTerpajibHUX IIePEeTBOPEHb.

Karo4oBi ciiopa: BUTMMH, IVIIHAPUYHA 000JIOHKA, $KOPCTKA OIOpa, y3araJbHEHUI MeTOJ iHTerpaJsibHUX Iepe-
TBOPEHbD.
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OpeccKknii HAIMOHAJBHBIN ITOJUTEXHUYECKNUIT YHUBEPCUTET

IMOJOrAd INJIJIMHAPMYECKRAA OBOJOYRA C SRECTRIIM
BHYTPEHHUM INOARPEIIJIEHUEM 1101 BHEIIHUM JABJEHINEM

Anboranusa

OTa cTaThsA MHTEpPeCHa HpMMeHeHMeM O000OIIEeHHOr0 METOJ[a MHTErpasbHbIX MIpeodpa3oBaHMii K aHAJIM3y Ha-
IPAKEHHO — AeOPMUPOBAHHOIO COCTOAHMA 000JIOYEK IIOJIOTOM KPMBM3HBI B BUE MOJIOCHL B maHHOM pabore
IIMHAPUYECKas 000JI0UKa, KOTOpasa M3rmbaeTcs, MMEET OMopy. OTa OIopa CUMTAETCS BHYTPEHHEN, YKEeCTKOI
u nosybeckoneunort. Omopa BbIBBIBAET CKaYKM ODODIIEHHBIX ITepepesbIBalonX cul. IlpeasaraeTcsa CTPOUTh U
aHAJMBMPOBATh PEIIEHN HTOM MPOoOJIEMbI C TIOMOIIBI0 0000IIIEHHOTO METO/[a MHTETPAJIbHBIX IPeobpas30oBaHmil.
Karouepbie ciaoBa: m3rnd, NManMHApUYecKad 000JI0UKa, YKeCTKad OIopa, 0DOOIEeHHBI METOJl MHTEerpajibHbIX
npeoOpa30BaHUIL.



