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АПРОКСИМАТИВНІ ВЛАСТИВОСТІ  
ЛІНІЙНИХ МЕТОДІВ ПІДСУМОВУВАННЯ РЯДІВ ФУР’Є
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Робота присвячена одержанню оцінок загальних інтегральних перетворень типу згортки функцій, які 
задані за допомогою їх найкращих наближень тригонометричними поліномами та цілими функціями 
скінченого ступеня в метриці простору Sp. Розглядаються апроксимаційні властивості лінійних методів 
підсумовування рядів Фур’є в просторах Sp. Для просторів Lp (1 < p < ∞) встановлюються теореми, які 
показують, що в багатьох випадках оцінки величини Rr(f;λv(r)) в просторах Sp та підпросторах функцій з 
монотонними коефіцієнтами Фур’є з просторів Lp мають за порядком схожі значення.
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Постановка проблеми. Розглянути конкретні
лінійні оператори, які відносяться до мето-

дів підсумовування рядів Фур’є (Фейера, Зігмунда, 
Бернштейна – Рогозинського, Абеля – Пуассона). 
Знайти оцінки норм відхилень функцій від серед-
ніх їх рядів Фур’є в просторах Sp. Порівняти їх 
для вказаних лінійних операторів в просторах Sp 
з аналогічними відомими оцінками у просторах Lp.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Важливі результати для просторів Sp одержа-
ні О.І. Степанцем, М.П. Тіманом, А.С. Сердюком, 
С.Б. Вакарчуком. В роботах С.Н. Бернштейна, 
А. Зігмунда, С.М. Никольського, С.Б. Стечкіна, 
П.Л. Ульянова, В.В. Жука, О.П. і М.П. Тіманів для 
випадків просторів Lp одержані точні порядкові 
оцінки відхилень функції f(x)∈Lp від операторів 
Ur(f,x,λ) через найкращі наближення функцій в 
метриці цього простору.

Виділення не вирішених раніше частин за-
гальної проблеми. Знаходження нових оцінок 
для випадків, коли міри множин характеризують 
апроксимаційні властивості лінійних методів під-
сумовування рядів Фур’є. 

Мета статті. Одержання результатів, які ха-
рактеризують загальні перетворення функцій в 
просторах Sp. Порівняння одержаних результа-
тів для просторів Sp з аналогічними в просторі Lp.

Виклад основного матеріалу. Нехай періодич-
на періоду 2π інтегрована по Лебегу функція f(x) 
має ряд Фур’є 
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Нехай крім того задана система чисел 
{ } ),...,2,1,0()( rr =νλν , 1)(0 =rλ , 0)( =rνλ , коли v > r. Для
кожної інтегрованої функції f(x) за допомогою 
вказаної системи чисел { })(rνλ  розглянемо ліній-
ний оператор виду
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Розглянемо задачі, які стосуються апроксима-
тивних властивостей операторів Ur(f,x,λ) в про-
сторах Sp. Під простором Sp (1 ≤ p ≤ ∞) розуміємо 
сукупність функцій f(x), для яких
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За норму в просторі Sp приймається 
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 для 1 ≤ p < ∞, а при p = ∞ 
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. Тобто, вивчається поведінка ве-
личини

PP SrSr xfUxffR ),,()(),( λλ −= .
Для просторів Sp має місце наступне загальне 

твердження. 
Твердження 1. Якщо періодична періоду 

2π функція f(x)∈Sp (1 ≤ p < ∞) а система чи-
сел { } ),...,2,1,0()( rr =νλν  задовольняє умовам 1)(0 =rλ , 

0)( =rνλ , коли v > r, то справедлива рівність
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де pS

p
r

p
r fEE )(=  – найкращі наближення поряд-

ку r функції f(x) тригонометричними поліно-
мами ≤ r.

Твердження 2. Якщо періодична періоду 
2π функція f(x)∈Sp (1 ≤ p < ∞), у випадку, 
коли система чисел { } ,...)2,1,0()( =νλν r  є нескін-
ченна послідовність та 1)(0 =rλ  справедлива 
рівність
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За допомогою тверджень 1 та 2 можна одер-
жати наступні теореми.

Теорема 1. (Метод Фейера). Нехай f(x)∈Sp 

(1 ≤ p < ∞), а система чисел 1
1)(

+
−=

r
r νλν  

(v = 0,1,2,...,r; r = 1,2,...; λv(r) = 0, v > r). Тоді 
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Теорема 2. (метод Зігмунда). Нехай f(x)∈Sp 

(1 ≤ p < ∞), а k

k

r
r

)1(
1)(

+
−=

νλν  (v = 0,1,2,...,r; r = 1,2,...) 

і λv(r) = 0 для v ≥ r + 1. Тоді справедливі оцінки
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Фур’є функції f(x).
Теорема 3. (Бернштейна – Рогозинсько-

го). Нехай f(x)∈Sp (1 ≤ p < ∞), а 
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r πνλν  

(v = 0,1,2,...,r; r = 1,2,...), λv(r) = 0, v > r. Тоді 
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Теорема 4. (метод Абеля-Пуассона). Не-
хай f(x)∈Sp (1 ≤ p < ∞), а λv(r) = rv (v = 0,1,2,...; 
0 < r < 1). Тоді 
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Розглянемо лінійний оператор 
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який задає так звану бігармонічну функцію, 
для якої f(x) – є для неї граничною функцією 
та нормальна похідна на границі від функції 
U(f,λv(r)) дорівнює нулю. Крім того

0))}(;;({ =rxfu νλ∆∆ . 
Для таких лінійних операторів U(f,λv(r)) спра-

ведливо наступне твердження.
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Доведення теореми 5. Розглянемо 0 < r < 1 
для вираз
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За допомогою перетворення Абеля одержуємо
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Так як βv > 0, βv – βv–1 > 0, функція xp–1 зроста-

юча, то завдяки тому, що 0 < θ < 1), одержуємо 

)1)(1(0 1
1 +−≤−< −
− νββ ν

νν rr  

pxxg =)( ,  11 −= νβx ,  νβ=2x  

=−⋅−+′=− )())(()()( 1212112 xxxxxgxgxg θ  

)()]([)()]([ 1
1

1112
1

121 −
−

−−
− −−+=−−+= ννννν ββββθβθ pp pxxxxxp . 

)( 1
1

1 −
−

− −≤− ννννν βββββ ppp p )1)(1(11 +−≤ −− νβ ν
ν rrp p  

=++++−+−+−≤ ]
2

12...)2()1()[1( ννννβν r  

2
)1()1(

2
)2()1(]

22
1)[1(

2+
−≤

+
−=+

+
−=

νννννν rrr . 

≤−= −

∞

=
∑ pp S

ppp
S

p fErfR )()())(;( 1
1

ννν
ν

ν γγλ  

pS
ppp

p fErrp )()1()1(
2 1

1212
1 ν

ν

ν ν∑
∞

=

−−

−
+−≤ . 

γγ
ν

ν

γ
ν νλ

1

0

1 })()1({
1

))(,(
pp L

r
p

Lr fE
r
M

rfR ∑
=

−+
+

≤  

. 
З того, що 

2
1...1 12 rrrrrr −

+−++++= − ννν
ν ννβ , 

одержуємо

=
−

+−++−+−+−= −−−

2
1)1(...)1()1()1( 1221 rrrrrrrrr ννννν

ν νβ  

++++++++++−= −− )...1()...1){(1( 2212 νν rrrrrrrr  

)
2

...)...1( 1322
ν

νν ν rrrrrr ++++++++ −− . 

Тому що 0 < r < 1, знаходимо

)1)(1(0 1
1 +−≤−< −
− νββ ν

νν rr  

pxxg =)( ,  11 −= νβx ,  νβ=2x  

=−⋅−+′=− )())(()()( 1212112 xxxxxgxgxg θ  

)()]([)()]([ 1
1

1112
1

121 −
−

−−
− −−+=−−+= ννννν ββββθβθ pp pxxxxxp . 

)( 1
1

1 −
−

− −≤− ννννν βββββ ppp p )1)(1(11 +−≤ −− νβ ν
ν rrp p  

=++++−+−+−≤ ]
2

12...)2()1()[1( ννννβν r  

2
)1()1(

2
)2()1(]

22
1)[1(

2+
−≤

+
−=+

+
−=

νννννν rrr . 

≤−= −

∞

=
∑ pp S

ppp
S

p fErfR )()())(;( 1
1

ννν
ν

ν γγλ  

pS
ppp

p fErrp )()1()1(
2 1

1212
1 ν

ν

ν ν∑
∞

=

−−

−
+−≤ . 

γγ
ν

ν

γ
ν νλ

1

0

1 })()1({
1

))(,(
pp L

r
p

Lr fE
r
M

rfR ∑
=

−+
+

≤  

 

)1)(1(0 1
1 +−≤−< −
− νββ ν

νν rr  

pxxg =)( ,  11 −= νβx ,  νβ=2x  

=−⋅−+′=− )())(()()( 1212112 xxxxxgxgxg θ  

)()]([)()]([ 1
1

1112
1

121 −
−

−−
− −−+=−−+= ννννν ββββθβθ pp pxxxxxp . 

)( 1
1

1 −
−

− −≤− ννννν βββββ ppp p )1)(1(11 +−≤ −− νβ ν
ν rrp p  

=++++−+−+−≤ ]
2

12...)2()1()[1( ννννβν r  

2
)1()1(

2
)2()1(]

22
1)[1(

2+
−≤

+
−=+

+
−=

νννννν rrr . 

≤−= −

∞

=
∑ pp S

ppp
S

p fErfR )()())(;( 1
1

ννν
ν

ν γγλ  

pS
ppp

p fErrp )()1()1(
2 1

1212
1 ν

ν

ν ν∑
∞

=

−−

−
+−≤ . 

γγ
ν

ν

γ
ν νλ

1

0

1 })()1({
1

))(,(
pp L

r
p

Lr fE
r
M

rfR ∑
=

−+
+

≤  

 

Завдяки цьому 

1

22
11

2
)1()1(
−

−
−− +

−≤
p

p
pp r νβν

. 

Тоді
pp

1−− νν ββ
1

12
1

2
)1()1(
−

−
− +

−≤ p

p
prrp νν , 

а 
1122

111 )1()1(
2

)()1( −−

−−− +−≤−−=− ν
νννν νββγγ rrpr pp

p
ppppp . 



«Молодий вчений» • № 10 (37) • жовтень, 2016 р. 16

Ф
ІЗ

И
К

О
-М

А
ТЕ

М
А

ТИ
Ч

Н
І 

Н
А

У
К

И

Завдяки цьому, одержуємо, що
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Теорема 5 доведена.
Наведемо аналогічні теореми для просторів Lp 

у випадку, коли 0 < p < ∞.
Теорема 1′. (Метод Фейера). Нехай f(x)∈Lp 
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де γ = min(2,p), Mp – константа, яка не зале-
жить від r та f.
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Av(x) – члени ряду Фур’є функції f(x).
Теорема 3′. (Бернштейна – Рогозинського). 
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Теорема 4′. (метод Абеля-Пуассона). Не-
хай f(x)∈Lp (1 < p < ∞), а λv(r) = rv (v = 0,1,2,...; 
0 < r < 1). Тоді 
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де γ = min(2,p).
Розглянемо аналоги цих теорем не для всьо-

го простору Lp, а для підпростору в просторі Lp, 
який є сукупністю функцій f(x)∈Lp з монотонни-
ми коефіцієнтами Фур’є.

Теорема 6. Нехай періодична періоду 2π функ-
ція f(x)∈Lp має монотонно спадаючі коефіцієн-
ти Фур’є, а система чисел {λv(r)} задовольняє 
умовам теореми 2. Тоді
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Теорема 7. Нехай f(x)∈Lp (1 < p < ∞), а λv(r) = rv 
(v = 0,1,2,...; 0 < r < 1). Тоді 
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Якщо порівняти теореми 2, 2′ та 6, можна 
одержати наступний наслідок.

Наслідок 1) Нехай f(x)∈Sp (1 < p < ∞) та 
послідовність її найкращих наближень три-
гонометричними поліномами в метриці цього 

простору kSr r
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2) Якщо f(x)∈Lp (1 < p < ∞) та послідовність
її найкращих наближень тригонометрич-
ними поліномами в метриці цього простору 
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3) Якщо коефіцієнти Фур’є функції f(x)∈Lp 
(1 < p < ∞) монотонно спадають та послідов-
ність її найкращих наближень тригономе-
тричними поліномами в метриці цього про-

стору 
kLr r

fE
p

1)( =  (r = 1,2,...). Тоді, коли λv(r) 

задовольняє умовам теореми 6,
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Ці порівняння показують, що в багатьох ви-
падках оцінки величини R(f,λv(r)) в просторах Sp 
та просторах Lp – функцій з монотонними ко-
ефіцієнтами Фур’є мають за порядком схоже 
значення відмінно від порівняння цих величин в 
просторах Sp з усіма функціями з просторів Lp 
(1 < p < ∞). 

Висновки і пропозиції. Для конкретних лі-
нійних операторів, які відносяться до методів 
підсумовування рядів Фур’є (Фейера, Зігмунда, 
Бернштейна – Рогозинського, Абеля – Пуассона) 
одержані нові оцінки норм відхилень функцій від 
середніх їх рядів Фур’є в просторах Sp. Порів-
няння оцінок для вказаних лінійних операторів в 
просторах Sp з аналогічними відомими оцінками 
у просторах Lp, показує, що в деяких випадках 
вони за порядком кращі. Крім того, одержано 
та доведено нову оцінку (т. 5) відхилення функ-
ції f(x)∈Sp (1 ≤ p < ∞) від бігармонічної функції 
U(f,x,r), для якої функція f(x) є граничною за до-
помогою найкращих наближень цих функцій f(x) 
тригонометричними поліномами в метриці Sp.
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АПРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ МЕТОДОВ 
СУММИРОВАНИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ

Аннотация
Для пространств Sp найдены точные порядковые оценки общих преобразований функций типа сверт-
ки для периодических функций в зависимости от их наилучших приближений тригонометрическими 
полиномами. Для классических методов суммирования рядов Фурье (Фейера, Зигмунда, Бернштей-
на – Рогозинского, Абеля – Пуассона) получены новые оценки норм отклонения функций от средних 
их рядов Фурье в пространствах Sp. Приведено сравнение полученных оценок в пространстве Sp с 
аналогичными оценками из пространств Lp.
Ключевые слова: наилучшие приближения; преобразования типа свертки; нормы пространства; ап-
проксимация; ряды Фурье; методы суммирования.
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APPROXIMATION PROPERTIES OF THE LINEAR METHODS 
OF THE SUMMING UP OF FOURIER SERIES

Summary
In work estimations are set from above and from below for general transformations of type packages 
in spaces Lp (1 < p < ∞) for the periodic functions of one variable with the monotonous coefficients of 
Fourier depending on their best approaching by trigonometric polynomials in this space. The exact index 
estimations of general transformations of type are found packages for periodic functions depending on 
their best approaching by trigonometric polynomials.
Keywords: the best approximation; transforms of type is packages; space norm; approximation; rows of 
Fourier, the methods of the summing up.




