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У даній статті проведено аналіз перехідних процесів збудження багатошарового п’єзокерамічного 
пакету нестаціонарними електричними сигналами. Один край пакета жорстко защемлений, а інший 
підкріплений пружним шаром та контактує з півпростором ідеальної стисливої рідини. При цьому 
нестаціонарний електричний сигнал подається безпосередньо на струмопровідні поверхні. Представлені 
основні формули дозволяють проаналізувати роботу та перехідні процеси, що виникають в зазначеній 
гідроелектропружній системі.
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Актуальність дослідження. Широке прак-
тичне використання конструктивних 

елементів з матеріалів, в яких проявляється 
п’єзоелектричний ефект, обумовлює підвищений 
інтерес до досліджень в галузі електропруж-
ності і гідроелектропружності. До актуальних 
належать задачі зазначеного класу в нестаціо-
нарній постановці. Зазначимо, що перехідні про-
цеси в гідропружних системах досліджені більш 
детально. Ці результати узагальнені в моногра-
фіях [1, 2, 5, 7]. Є роботи в яких розглядалось 
випромінювання акустичних хвиль одношаровим 
п’єзоперетворювачем, що контактує з ідеальною 
стисливою рідиною [11].

Розширення знань з цієї проблематики вима-
гає постановок нових класів задач, які по можли-
вості повніше враховують конструктивні особли-
вості та умови експлуатації реальної апаратури, 
розробки ефективних методів їх вирішення та 
виявлення нових механічних закономірностей 
процесів в гідроелектропружних системах.

Постановка задачі. Розглядається задача про 
збудження багатошарового п’єзокерамічного па-
кету нестаціонарним електричним сигналом що 
підводиться до електродів які розташовані на 
площинах контакту електропружних елементів. 
Один з країв пакету жорстко закріплений, а ін-
ший підкріплений пружнім шаром що контактує 
з півпростором ідеальної стисливої рідини. Кож-
ний з N п’єзокерамічних шарів має товщину h та 
однакові механічні властивості, а пружний шар – 
товщину l. При описанні перехідних процесів в 
гідроелектропружній системі використовуються 
рівняння лінійної теорії електропружності, теорії 
пружності та акустичного наближення. В рамках 
прийнятих моделей суцільних середовищ фор-
мулювання задачі має наступний вигляд:
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де u(k), σ(k), Ψ(k) – відповідно переміщення, 
напруження (вздовж вісі z) та напруженість 
електричного поля у k-м п’єзокерамічном шарі;  
w та τ – переміщення та напруження у пружно-
му елементі; φ та р – хвильовий потенціал і тиск 
в акустичному середовищі:
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Тут 33 33 33, , ,E sC e ε µ  – характеристики електро-
пружніх шаров (відповідно модуль пружності, 
п’єзомодулі та густина); E, γ – відповідно модуль 
Юнга та густина пружного матеріалу; c та ρ – 
параметри акустичного середовища.

На поверхнях контакту складових пакету 
приймаються умови жорсткого зчеплення, на по-
верхні рідини – умова не протікання:
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Конфігурація нестаціонарного електричного 
імпульсу який підводиться до електродованих 
площин (z=kh) нестаціонарного електричного ім-
пульса визначається функцією Q(t):
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де k = 1, 2,….., N, H – одинична функція Хе-
вісайда.

Початкові умови є однорідними. 
У рівняннях (1)–(5) використовуються безроз-

мірні позначення, згідно яких переміщення u(k), 
w, товщини h, l та координата z віднесені до h; 

ФІЗИКО-МАТЕМАТИЧНІ НАУКИ
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час t – до h/η 2
33 33 33 33( ) / ( ));E s sC eη ε µε= +  напруження σ(k), 

τ та гідродинамічний тиск p – до 33 33 33, , ,E sC e ε µ.
Застосувавши до рівнянь (1)–(3) та граничним 

умовам (4), (5) інтегральне перетворення Лапла-
са за часом.

У просторі зображень загальні розв’язки за-
дачі з врахуванням обмежування збурення у 
акустичному середовищі при умові що z →∞ ви-
значається формулами:
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де A(k)L(s), B(k)L(s), D(k)L(s), C(k)L(s) (k=1,2,3......,N), 
M(k)L(s), N(k)L(s), RL(s) – функція параметра пере-
творення, які визначаються з граничних умов, h=1.

Аналіз отриманих результатів. В даній статті 
проведено аналіз перехідних процесів збудження 
багатошарового п’єзокерамічного пакету нестаці-
онарними електричними сигналами. Один край 
пакета жорстко защемлений, а інший підкріпле-
ний пружним шаром та контактує з півпростором 
ідеальної стисливої рідини. При цьому нестаціо-
нарний електричний сигнал подається безпосе-
редньо на струмопровідні поверхні. Представлені 
основні формули дозволяють проаналізувати ро-
боту та перехідні процеси, що виникають в за-
значеній гідроелектропружній системі. 

Як зазначалося раніше формули для визна-
чення переміщення та механічного напруження 
u(k)(t, z), σ(k)(t, z), мають наступний вигляд [10]:

( ) ( ) ( )

1

( , ) [ ( )] [ ( 1)] 0;
t t

k k k

k z z k

u t z A x k z dx B x z k dx
− − +

= − − + − − + =∫ ∫  (9)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1

( , ) (1 ){ [ ( )] [ ( 1)]}

{ [ ( ) ( )] [ ( 1) ( 1)] } 2 ( );

k k k

t t
k k k k

t z A t k z B t z k

A x B x dx A x B x dx Q t

σ ξ

ξ ξ

= − − − − − − + +

+ − − − − − −∫ ∫
 (10)

( )

( ) ( )

( , ) [ ( )] [ ( )] ;
t t

k

a N l z a z N

w t z M x a N l z dx N x a z N dx
+ − −

= − + − + − −∫ ∫  (11)

( , ) [ ( )].p t z R t b z N l= − − − −             (12)
Якщо розглядати багатошаровий п’єзокерамічний 

пакет з однією – жорстко закріпленою, а з іншою – 
вільною границями (пружний шар та рідина відсут-
ні), у площині z=N приймається умова

( ) 0.N

z Nh
σ

=
=                        (13)

На рисунках 1-3 наведені результати розра-
хунків, які були виконані для п’єзокерамічних 
перетворювачів марки ЦТБС-3 [8], що містять 
один (рис. 1) та чотири (рис. 2) шара причому 
один край пакета жорстко (z=0) защемлений, а 
інший z=Nh (N=1; 4) має вільну поверхню. Елек-
тричний сигнал який подавався на струмопро-
відні поверхні п’єзокерамічних перетворювачів 
має ступінчатий профіль (Q(t)=1). Механічні на-
пруження що виникають у жорсткому защемле-
ні (z=0) наведені суцільними, а переміщення на 
вільній поверхні (z=Nh) – штриховими лініями. 
Різкі зміни механічних напружень викликані 
дією вдруге відбитих хвиль. Відмітимо, що екс-
тремальні значення σ(1) (механічні напруження 

першого шару) у жорсткому защемлені (z=0) в 
одношаровому та чотирьохшаровому перетворю-
вачах відрізняються незначною мірою. Що стосу-
ється переміщень на вільній поверхні чотирьох-
шарового перетворювача, то вони суттєво вище 
ніж у одношаровому. 

 

Рис. 1.
 

Рис. 2.

Характер зміни переміщень ( ) ( 1; 4)N

z Nh
u N

=
=  ви-

никає практично за синусоїдальним законом. 
Коливання вільної поверхні виникають відносно 
деякого рівня статичної деформації з частотою 
пропорційної кількості шарів у пакеті.

Рисунок 3 ілюструє переміщення u (суцільна 
лінія) вільної поверхні чотирьохшарового пере-
творювача, що збуджується електричним сигна-
лом Q(t) = sin ωt, де ω=0,4 (резонансна частота). 
 

Рис. 3.
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3
При такому режимі роботи амплітуди пере-

міщень зростають з ростом t. Відмітимо, що в пе-
ретворювачі спостерігається зсув фаз механіч-
них коливань та синусоїдального електричного 
сигналу, що підводиться (цей профіль показано 
штриховою лінією). 

Висновки. Отримані результати можуть бути 
використані в науково-дослідних організаціях 
при розробці акустичної техніки, а також в пе-
дагогічному процесі.

Головна мета цієї роботи полягає в наступ-
ному, це виконана постановка та розв’язок не-

стаціонарної задачі випромінювання акустичних 
хвиль багатошаровим пакетом у акустичне се-
редовище. Рівняння що описують збуджений рух 
акустичного середовища трансформуються за 
допомогою інтегрального перетворення Лапласа 
за часом. Наведені основні формули для визна-
чення фізичних характеристик досліджуваного 
перехідного процесу.

Запропонований метод розв’язання задачі до-
зволяє проводити розрахунки перехідних проце-
сів у багатошарових електропружних пакетах з 
довільним числом елементів.
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АНАЛИЗ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ  
ВОЗБУЖДЕНИЯ МНОГОСЛОЙНОГО ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОГО ПАКЕТА  
НЕСТАЦИОНАРНЫМИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ СИГНАЛАМИ

Аннотация
В данной статье проведен анализ переходных процессов возбуждения многослойного пьезокерамиче-
ского пакета нестационарными электрическими сигналами. Один край пакета жестко защемлен, а дру-
гой подкреплен упругим слоем и контактирует с полупространством идеальной сжимаемой жидкости. 
Нестационарный электрический сигнал подается непосредственно на токопроводящие поверхности. 
Представлены основные формулы которые позволяют проанализировать работу и переходные про-
цессы, возникающие в исследуемой гидроэлектроупругой системе.
Ключевые слова: преобразования Лапласа по времени, акустическая среда, пьезопреобразователь, 
функция Хевисайда.
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TRANSIENT ANALYZES EXCITATION MULTILAYER PIEZOCERAMIC PACKAGE 
UNSTABLE ELECTRIC SIGNAL

Summary
This paper analyzes the transients excitement multilayer piezoceramic package of non-stationary electrical 
signals. One edge of the package tightly jammed, and another layer reinforced elastic half-space and contact 
with ideal compressible fluid. This transient electrical signal is fed directly to the conductive surface. The 
basic formula allows to analyze the work and transients that occur in that hidroelektropruzhniy system.
Keywords: Laplace transform in time, acoustic environment, piezoceramic transducer, Heaviside function.


