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охраны труда и техники безопасности

В статье рассматривается оптимизация уплотнения скважинного пакера. С этой целью использован ва-
риационный метод расчёта – метод Канторовича, основанный на принципе Лагранже. В работе пред-
принята первая попытка исследовать деформации в скважинных уплотнителях (пакерах) при обжатии 
её на внутренней поверхности ствола эксплуатационной колонны скважины. Расчёт контактной задачи, 
приведённой и полученной асимптотическим для случая плоской деформации, при обжатии уплотнителя 
над поверхностью, до настоящего времени проводился лишь в первом приближении. В настоящей работе 
поставленная задача решена во втором приближении, что повышает точность её решения. Полученные 
результаты можно использовать при оптимальном проектировании и конструировании уплотнительной 
техники, а также для скважинного уплотнения.
Ключевые слова: скважинное уплотнение, уплотнительный элемент, вариационный метод, перемещение, 
напряжения, функционал потенциальной энергии.

Введение. Статическая и динамическая проч-
ность уплотнительного элемента скважин-

ного пакера ещё недостаточно изучена [1; 2; 3]. 
Постановка задачи. В большинстве опублико-

ванных работ [4], в которых для решения задачи 
уплотнения несжимаемого материала использованы 
прямые методы вариационного исчисления. Коор-
динатные функции для перемещений выбраны так, 
что условие несжимаемости выполняется тожде-
ственно. При этом, в результате решения задачи 
определяются поле перемещений и выражающееся 
через перемещения касательные напряжения. Нор-
мальные напряжения определяются только с точ-
ностью до гидростатического напряжения, которое 
для несжимаемого материала уплотнения не связа-
но непосредственно с деформациями [5; 6]. В данной 
работе задачу деформирования уплотнения рас-
сматриваем как задачу условного экстремума. Так-
же в работах [2] этот метод использован по первым 
приближениям. Ошибка при этом достигала до 20%.

Решение задачи. В настоящей работе задача 
решена во втором приближении, что позволи-
ло оценить точность решения. Расчёт проведём 
методом Канторовича на основе вариационного 
принципа Лагранжа [2]:

 J U S h dv V

J

o= +( ) +
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∆
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                (1)

где J  – функционал системы;
δ J  – вариация функционала;
U1  – потенциальная энергия деформации;
∆ – относительные изменения объёма при ма-

лых деформациях уплотнительного элемента;
V  – потенциал внешних сил;
So  – функция гидростатического напряжения, 

So = λ∆  (где λ µ
µ

=
−
2
1 2

G , G  – модуль сдвига, µ − êîýôôèöèåíòÏóàññîíà� – ко-

эффициент Пуассона, λ  – постоянная Ламе).
Для уравнения (1) зададим определённый 

закон распределения контактного давления. 
Сначала изучим деформацию уплотнительного 
элемента, т.е. плоскую деформации полосы, изо-
бражённой на рис. 1.

 
Рис. 1. Расчётная схема

Получим приближённое решение контактной 
задачи полосы контакта уплотнения поверхно-
стей колонны, в которую вдавливается жёсткий 
упругий резиновый уплотнительный элемент. 

Предполагаем распределение контактного 
давления следующим уравнением [4]:

 P P cos
a

ξ πξ( ) = 0 2 *                    (2)

где P0  – некоторая постоянная, определяемая 
в результате выполнения условий контакта поло-
сы на уплотнительный элемент скважинного пакера 
в трёх точках (в центре и по границам контактной 

зоны); � ξ ≤ a*; a a
h

* =  – безразмерная полудлина 

зоны контакта;  ξ =
x
h
. 

Определим поля перемещений и напряжений 
в полосе при таком распределении поверхност-
ной нагрузки.

Для полосы, заделанной по нижнему основа-
нию, перемещения u1, u2 (в направлении осей x 
и y соответственно) должны быть равны нулю 
при y=0. В качестве простейших координатных 
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функций ô yi1 ( ), ô yi2 ( ), обеспечивающих выполне-
ние этих условий, принимаем функции η i i = …( )1 2, , ,  
где введено обозначение безразмерной координа-
ты η =

y
h
 (h  – высота полосы, т.е. высота контакта). 

Так как функции должны быть связаны ус-

ловием dô
dy

ô i
2

1= − , которое при переходе к безраз-

мерным координатам принимает вид:

 d
d
ô ôi iη 2 1= − ,                      (3) 

то можно принять следующую последова-
тельность этих функций:
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Последовательность функций ô i2  – это тоже 
степенные функции, но в соответствии с посто-
янной задачей, здесь, степени величины η  начи-
наются с нулевого значения.

Итак, для перемещений и гидростатического 
напряжения применяем выражения [4] 

       u h f ô
i

i i1
1

1 1= ( ) ( )
=

∞

∑ ξ η

 u h f ô
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i i1
1
2 2= ( ) ( )
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∑ ξ η                  (4)
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где ξ =
x
h

; ô i
i

1 η η( ) = ; ô i
i

2
11

2 1
(η η= −

+
+ ; ô i

i
2

1= −η ;

f i1 ξ( ) , f i2 ξ( ) , ô i1 ξ( )  – искомые функции.

При этом функции f i1  и f i2  связаны дополни-
тельно уравнениями несжимаемости. 

 f fi i1 2 0− =                       (5)
Принятые выражения u1, u2, S0  подставляем 

в уравнение (1), которое для случая плоской де-
формации полосы преобразуем к виду

 δ η ξ δh u S d d V2
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u G x y xy1
2 2 21

2
= + +






ε ε γ ; ∆ = + =ε εx y 0; ε x

u
x

=
∂
∂

1 ; 

ε y
u
y

=
∂
∂

2 ; γ xy
u
y

u
x

=
∂
∂

+
∂
∂

1 2 ; V h P u d= ( ) ( )
−∞

∞

∫ ξ ξ ξ2 1, � .

Затем интегрируем по η  выражения (6) и за-
писываем для полученного вариационного урав-
нения дифференциальные уравнения Эйлера:
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 ( i n= …1 2, , , )� � �     (7)

и уравнение d
dx

f fi i× =1 2

которые позволяют определить искомые 
функции f i1 , � f21, ô i1 .

Именно таким образом проведено решение 
этой задачи для одного члена ряда (одночленное 
приближение) в принятых выражениях (4). По-
лучим уточнённое решение задачи для полосы. 
С этой целью ограничиваемся в выражениях для 
перемещений и гидростатического напряжения 
(4) двумя членами в каждом из рядов:

 

u h f ô f ô

u h f ô f ô
1 11 11 12 12

2 21 21 12 2

= ( ) ( ) + ( ) ( ) 
= ( ) ( ) + ( )
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(8)

где ô11 = η; ô12
2= η ; ô = −

1
2

2η ; ô22
21

3
= − η ; ô21 1= ; ô22 = η.

Подставив принятые выражения u1, u2, S0  
в уравнения (6) и выполнив интегрирование по η  
от нуля до единицы получим:

δ ξ ξ
−∞

∞

∫ ( ) =F f f f f f f ô ô d, , , , , , , ,11 12 21 22 11 22 11 12 0ˊ ˊ     (9)

где 
F Gh b f b f b f b f b f

i
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+𝑏𝑏6𝑖𝑖𝑓𝑓ˊ𝑖𝑖1𝑓𝑓ˊ𝑖𝑖2 + 𝑏𝑏7𝑖𝑖𝑓𝑓ˊ1𝑖𝑖𝑓𝑓ˊ2𝑖𝑖 + 1
𝐺𝐺
ф1𝑖𝑖�𝑐𝑐1𝑖𝑖𝑓𝑓11ˊ + 𝑐𝑐2𝑖𝑖𝑓𝑓12ˊ − 𝑐𝑐1𝑖𝑖𝑓𝑓ˊ21 − 𝑐𝑐2𝑖𝑖𝑓𝑓ˊ22�+

+𝑃𝑃
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𝐺𝐺
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Компоненты (b i1 …b81 ), c ci i1 3…( )  при i =( )1 2,  имеют 
следующие значения:
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1
3

= ; b12
1
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1
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1
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1
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1
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1
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1
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1
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1
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3

= − .

Для вариационного уравнения (7) с учётом 
уравнений связи (6) приведём к следующему 
виду [1]: 

 
L f L f

c
G
P

L f L f
c
G
P

1 11 3 12
31

2 12 3 11
31

[ ] + [ ] =

[ ] + [ ] =










′

′
              (10)

где L1 , L2 , L3  – дифференциальные операто-
ры 4-го порядка:

L f b f b b f b fIV II
1 11 21 11 71 41 11 31 112 2 4 2[ ] = + −( ) + ;

L f b f b b f b fIV II
2 12 22 12 72 42 12 32 122 2 4 2[ ] = + −( ) + ;

L b
d

d
b b b

d

d
b3 52

4

4 81 82 62

2

2 612…[ ] = …[ ]
+ + −( ) …[ ]

+ …[ ]
ξ ξ

.

Таким образом, имеем систему двух линейных 
дифференциальных уравнений относительно 
функций f11, f12. Функции f21, f22, ô11, ô12 определя-
ем через f11, f12 по формулам, которые являются 
следствием проведённых преобразований:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑓𝑓21=𝑓𝑓11ˊ ;   𝑓𝑓22=𝑓𝑓12ˊ

ф11 = 𝐺𝐺
𝑐𝑐21𝑃𝑃2 − 𝑐𝑐22𝑃𝑃1
𝑐𝑐11𝑐𝑐22 − 𝑐𝑐12𝑐𝑐21

ф12 = 𝐺𝐺
𝑐𝑐12𝑃𝑃1 − 𝑐𝑐11𝑃𝑃2
𝑐𝑐11𝑐𝑐22 − 𝑐𝑐12𝑐𝑐21

                    (11)

 
P b f b b f c

P
G

b f b b f

P

II I II I
1 21 11 71 41 11 31 52 12 81 62 122 2 2= + −( ) − + + −( )

22 22 12 72 42 11 32 52 11 82 62 112 2 2= + −( ) − + + −( )



b f b b f c
P
G

b f b b fII I II I







 (12)

Считая, что контактное давление распределе-
но так же, как и при решении задачи с первым 
приближением по косинусу (2) представим ре-
шение системы (10):

а) в области контакта 0 ≤ ≤ξ a*, a a
h

* =






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a
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
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(13)

б) вне области контакта ξ ≥ a*
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де k1 15 963= , ; k2 0 7397= , ; α = 2 4823, ; β = 2 0617, ;

m = −0 8345, ; n = 0 0948, ; 1 1 2846= − , ; 2 0 2463= − , ;
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При записи решения системы (11) учтено, что 
перемещение u1  кососимметрично относитель-
но выбранного начала координат и при ξ ∞→  
стремится к нулю. Постоянные интегрирования 
A A1 8⊃  определяем из условий 
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Это равенство обусловлено тем, что функ-
ция ′ ( )P ξ , стоящая в правой части разреша-
ющей системы уравнений (11) имеет разрыв 
первого рода в точке ξ =( )a* . Так как порядок 
каждого дифференциального уравнения си-
стемы равен четырём, то в точке ξ = a* должны 
быть непрерывны сами функции ( f11, f18) и их 
производные до третьей включительно. Полу-
ченные постоянные интегрирования и компо-
ненты перемещения u1, u2 находятся в прямой 
зависимости от постоянной P0, считая извест-
ными радиус R2, внедряемого к поверхностям 
эксплуатационной колонны уплотнительного 
элемента резиновой полосы, и длину контакта 
2a a a

h
* =( ). Учитывая, что рассматриваются ма-

лые перемещения точек полосы, аппроксими-
руем профиль внедряемого уплотнителя в зоне 
контакта в виде квадратной параболы. При 
этом вертикальные перемещения точек верх-
ней границы полосы в зоне контакта − ≤ ≤( )a x a  
определяем по формуле 

 v x
x
R

( ) = − +δ
2

22
,                  (15)

где δ  – максимальное смещение уплотните-
ля. Поскольку распределение контактного дав-
ления задано приближённо выражением (2), то 
перемещение u x h2 , �( ) отличается от v x( ). Необхо-
димо, чтобы функция v x( ) совпадала с верти-

кальным смещением u x h, �( ) на верхней границе 
полосы в точках x x a= = ±0, � . Выполнив это ус-
ловие, получим постоянную P0 и максимальное 
смещение уплотнителя δ для заданных значе-
ний h, R

2
 и a. 
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где N
a

f a f f a f
=

( )
( ) − ( ) + ( ) − ( ) 

− − − −

*

* *

2

2 22 222 0 0
; t f f= ( ) + ( )− −

21 220 0 ;

f
G
P
f ii i2

0
2 1 2− = =� � , .

При этом усилие, действующее на уплотни-
тель, определяем по формуле

 
P P x dx

Na h G
Ra

a

= ( ) = ⋅
−
∫

4 2

2

*

π
            (17)

На рис. 2, 3, 4, 5 построены графики распре-
деления перемещений и напряжений по длине 
полосы. Кривые 1, 2 относятся к первому и вто-
рому приближениям соответственно, пунктирная 
линия 3 – точному решению. 

 

Рис. 2. График распределения с переменной  
по длинам полосы

 

Рис. 3. Зависимость безразмерного  
перемещения уплотнителя  

от безразмерной половины контактной зоны
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Выводы
1. Установлено, что для оптимизации уплот-

нения скважинных пакеров, при решении зада-
чи распределения перемещений и напряжений 

  
Рис. 4. Распределение касательного напряжения  

по длине полосы
Рис. 5. Распределение напряжения  

по длине полосы

эффективно использовать метод Канторовича на 
основе принципа Лагранжа.

2.  Решение задачи во втором приближении 
позволило оценить его точность.
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APPLED METHOD OF CALCULATION  
OF THE BOREHOLE PACKER’S SEALING ELEMENT

Summary
The paper considers the optimization of the borehole packer’s sealing. For this purpose, a variation 
calculation method was used-the Kantorovich method, based on the Lagrange principle. In the work  
the first attempt was made to research the deformations in borehole seals (packers) when it is compressed 
on the inner surface of the wellbore. The calculation of the contact problem obtained asymptotically for 
the case of plane deformation, when compressing the sealant above the surface, to the present days has 
been carried out only in the first approximation. In this paper, the problem is solved in the second approxi-
mation, which increases the accuracy of its solution. The results obtained can be used for optimal design 
and construction of sealing equipment, as well as for borehole sealing.
Keywords: Borehole sealing, sealing element, variation method, displacement, stress, potential energy functional.


