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ВЕРТИКАЛЬНИЙ  ІМПЕДАНС ФУНДАМЕНТУ 
НА  ШАРІ  ВОДОНАСИЧЕНОГО  ҐРУНТУ 

АНОТАЦІЯ 
Один з методів динамічного аналізу 

відповідальних споруд – застосування імпедансних 
чи передаточних функцій частоти, які можуть 
бути включені до динамічних розрахункових схем 
будівель, що проектуються. На основі аналізу 
традиційних та сучасних методів визначення 
характеристик динамічної взаємодії фундаментів 
споруд з ґрунтовою основою пропонується для 
оцінки залежності реакції по підошві фундамен-
ту від частоти у випадках водонасичення пористо-
го незв’язного ґрунту в основі та горизонтально-
шаруватої його неоднорідності використовувати 
хвильові рівняння руху ґрунтової пористопружної 
насиченої стисливою і в’язкою рідиною основи 
(модель Біо двофазного середовища). Методом 
інтегральних перетворень визначаються симво-
льні вирази точного розв’язку для переміщень 
фаз на границі основи (під підошвою фундамен-
ту) від розподілених вертикальних гармонічних 
навантажень на фази. При вертикальних коливан-
нях малозаглибленого фундаменту (смуги) розгля-
даються складові реакції з боку твердої пористої 
та рідинної порової фаз. Функції імпедансу для 
жорсткої полоси з непроникною для порової 
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рідини підошвою на шаруватій пористопружній 
насиченій рідиною (ППНР) основі знаходяться з 
розв’язку динамічної контактної задачі методом 
ортогональних поліномів (при поліноміальних 
розкладаннях реакцій фаз з урахуванням особ-
ливостей на контакті) і оригінального програм-
ного забезпечення по заданих геометричним і 
фізико-механічним параметрам фундаментів та 
моделі основи. На числових прикладах показано, 
як реакція (імпеданс) ППНР основи відрізняється 
від реакції пружного півпростору, а взаємодія 
між фундаментом з недренованою підошвою і 
водонасиченим ґрунтом неоднобічна внаслідок 
змінного (до знаку) тиску порової рідини у пружній 
пористій матриці під підошвою. Визначаються 
резонансні частоти для моделі одношарової осно-
ви з затисненою тильною гранню в залежності від 
висоти шару, ширини фундаменту і властивостей 
матеріалу двофазної основи.
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модель Біо, шарувата основа, функція імпедансу, 
динамічна контактна задача, метод ортогональ-
них поліномів.
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АННОТАЦИЯ
Одним из методов анализа колебаний ответ-

ственных сооружений является использование 
импедансных или передаточных функций часто-
ты, которые могут быть включены в динамиче-
ские расчетные схемы проектируемых строитель-
ных объектов. На основе анализа традицион-
ных и современных методов определения харак-
теристик динамического взаимодействия фун-
даментов сооружений с грунтовым основанием 
предлагается для определения зависимости реак-
ции по подошве фундамента от частоты в случа-
ях водонасыщения пористого несвязного грунта 
в основании и горизонтально-слоистой его неод-
нородности использовать волновые уравнения 
движения грунтового пористоупругого насыщен-
ного сжимаемой  вязкой жидкостью основания 
(модель Био двухфазной среды). Методом интег-
ральных преобразований определяются симво-
лические выражения точного решения для пере-
мещений фаз на границе основания (под подо-
швой фундамента) от распределенных вертикаль-
ных гармонических нагрузок на фазы. При вер-
тикальных колебаниях малозаглубленного фун-
дамента (полосы) рассматриваются составляющие 
реакции со стороны твердой пористой и жидкой 
поровой фаз. Функции импеданса для штампа с 
непроницаемой для поровой жидкости подошвой 
на слоистом пористоупругом  насыщенным жид-
костью (ПУНЖ) двухфазном основании определя-
ются из решения динамической контактной зада-

чи методом ортогональных полиномов (при поли-
номиальных разложениях реакций фаз с учетом 
особенностей на контакте) и оригинального про-
граммного обеспечения по заданным геометри- 
ческим и физико-механическим параметрам фун-
даментов и модели основания. На численных при-
мерах показано, как реакция (импеданс) ПУНЖ 
основания отличается от реакции упругого полу-
пространства, а взаимодействие между фунда-
ментом с недренированной подошвой и водона-
сыщенным грунтом неодностороннее вследствие 
переменного (до знака) давления поровой жидко-
сти в упругой пористой матрице под подошвой. 
Определяются резонансные частоты для моде-
ли однослойного основания с защемленной тыль-
ной гранью в зависимости от высоты слоя, шири-
ны фундамента и свойств материала двухфазного 
основания.
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамическое взаимодей-
ствие фундамента с грунтовым основанием, водо-
насыщенный грунт, модель Био, слоистое основа-
ние, функция импеданса, динамическая контакт-
ная задача, метод ортогональных полиномов
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ABSTRACT
The impedance or transfer frequency functions 

are used in the analysis of responsible constructions 
oscillations in the dynamic computational schemes 
of designed construction projects. Traditional and 
modern methods of the characteristics definition 
for the buildings bases dynamic interaction with the 
soil basis (kinematic soil-structure interaction) are 
analyzed. The task of finding the foundation base 
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response dependence on the frequency in the cases 
of porous liquid-saturated non-cohesive soils (when 
using the Biot's soil model of the two-phase media) 
with horizontally layered inhomogeneity is set. The 
corresponding wave equations of the movement 
of the ground base as the porous flexible liquid-
saturated (with viscous compressible liquid) media are 
considered. The symbolic expressions for the exact 
solution for phases movements at the base border 
(under the foundation base) caused by the distributed 
vertical harmonious loads on the each phase are 
defined by the integral transformations method. The 
reaction components of the solid and liquid porous 
phases are considered at vertical oscillations of the 
shallow base (a rigid strip in two-dimensions).

The impedance functions are determined 
from the dynamic contact problem solution. The 
contact reactions distributions (taking into account 
the theoretical features) are defined by support 
functions with the orthogonal polynomials method 
use. Original software is created for the impedance 
func-tions calculation by means of the set of the 
geometrical and physical-mechanical parameters of 
the foundations and base model. It is shown by 
numerical examples that the liquid-saturated basis 
reac-tion (impedance) differs from the elastic half-
space reaction, and the interaction between the foun-
dation with an undrained base and water-saturated 
soil is not unilateral because of the variable (to a sign) 
pressure of porous liquid in an elastic porous matrix 
under a base. The resonant frequencies for the single-
layer base model with the jammed back side are 
determined depending on layer height, foundation 
width and two-phase base material properties. 
KEY WORDS: dynamic soil-base interaction, water-
saturated soil, Biot’s model, layered base, impedance 
function, dynamic contact problem, orthogonal 
polynomials method.

Взаємодія малозаглиблених фундаментів,  
бетонних гребель, плит укосів водо- та інших 
сховищ, полотна цементобетонних автодоріг та 
ін. з ґрунтовою основою активно відбувається 
при динамічних впливах. При сейсмічних та тех-
ногенних динамічних діях на системи плита-
ґрунт,  споруда-ґрунт необхідно виконувати 
співставлення розрахункових домінуючих частот 
основи, споруди та динамічного навантажен-
ня, передбачати трансформацію сейсмічних дій, 
оцінювати амплітудно-частотні залежності для 
зміщень і реакцій, діапазони зміни контактних 
тисків та реактивних зусиль на підошві, врахо-
вувати можливі додаткові осідання для оцінки 
міцності та стійкості системи фундамент – осно-
ва. Для забезпечення сейсмостійкості споруд                                                                                              
згідно [4] основними методами врахуван-
ня сейсмічних впливів залишається коефіцієнт 
динамічності, а для детального аналізу – спек-

тральний метод та прямий динамічний розраху-
нок з урахуванням комплексів аналогових акселе-
рограм.  

Значна увага динамічному аналізу приділяється 
при проектуванні та експлуатації споруд 
підвищеної відповідальності [6], а також вико-
нання рекомендацій Eurocode 8 [7, 22]. Рекомен-
довано робити порівняльний аналіз результатів, 
отриманих кількома методами. Для врахуван-
ня взаємодії споруд з ґрунтовою основою при 
проектуванні відповідальних об’єктів прийнято 
застосовувати засоби розрахунку на основі мето-
ду скінченних елементів (SCAD, VESNA, PLAXIS, 
CLASSI, SASSI, ABAQUS, OpenSees та інших) 
з численими динамічними моделями ґрунтової 
основи. 

Динамічна система «фундамент – ґрунтова осно-
ва» може розглядатись як окремий елемент в 
складі розрахункової схеми споруди. Питання 
інтеграції в розрахункові схеми тут не розгляда-
ються. 

Основними фізичними явищами при цьому, 
згідно нормативних документів [11], за умо-
ви збереження механічної стійкості основи та 
площі контакту фундаменту з основою є жорс-
ткість основи (пружна реакція) та загасання 
коливань  через внутрішнє тертя в ґрунтовому 
середовищі (матеріальне) та випромінювання 
енергії при розповсюдженні хвиль (геометрич-
не). У сейсмічному діапазоні частот (що за 
різними оцінками не перевищує 5-40 Гц) їх за 
нормативними документами допускається роз-
глядати незалежними від частоти. Зв'язок дина-
мічних переміщень та реакцій без врахування 
інерційної взаємодії  представляється у вигляді 
комплексних модулів (передаточні функції                                                                                                        
[12, 13], або обернені до них функції імпедансу     
[23, 27]) для заданих розмірів та фізико-механічних 
властивостей елементів системи. Для бу-                                                                                         
дівельних споруд в режимі нормальної 
експлуатації такі модулі фактично визначають-
ся згідно нормативної методики для динамічної 
моделі лінійно деформованого ґрунтового середо-
вища без врахування частоти впливу для основ-
них мод коливань. 

Але складні динамічні властивості системи спо-
руда - ґрунт (форма підошви, розподіл наванта-
жень, контактні умови, структура ґрунтової осно-
ви) примушують звертати увагу на залежність 
імпедансних функцій від частоти. Врахування 
залежності від частоти може досягатись розвит-
ком методу розподілених параметрів для склад-
них систем пружин, демпферів, мас та інших 
додаткових елементів. Практично зрозумілим, але 
витратним є спосіб використання передаточних 
чи обернених їм імпедансних (сил, що виклика-
ють одиничні переміщення невагомого штампа 
в певному напрямку на певній частоті) функцій, 
що знаходяться експериментальним методом 
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на місці. Кількість таких досліджень обмеже-
на. Визначення функцій методом математично-
го моделювання отримало розвиток, але потребує 
додаткової верифікації на основі експеримен-
тальних досліджень (наприклад, внаслідок ефек-
ту підвищеного загасання в модельному пружно-
му середовищі). Знаходження таких функцій, їх 
обґрунтування та використання в динаміці споруд 
розглядається в роботах [3, 5, 8, 9, 12, 13, 16, 20, 
21, 23-27]  та багатьох інших. 

Значний обсяг досліджень в цьому напрямку 
присвячено дослідженням сейсмостійкості споруд 
атомних електростанцій.  Наприклад, в статті [16] 
пояснюються результати розрахунків імпедансних 
функцій шаруватого середовища за допомогою 
програмних комплексів SASSI та CLASSI (USA). 

Імпеданси фундаменту на ґрунтовій основі 
визначались у статті [31] з метою досліджень 
залежності жорсткості та демпфірування від 
частоти вимушених коливань в діапазоні частот                                                                                                           
5-15Гц для натурної моделі споруди з 
залізобетонним фундаментом та надбудовою (ста-
лева рама з регульованою жорсткістю). Імпедансні 
функції представлено для горизонтальної 
та обертальної форм коливань при змінній 
жорсткості рами. Експериментальні результати 
добре узгоджуються з теоретичними результатами 
для імпедансу штампа на пружному півпросторі, 
якщо при розрахунках (SASSI) використовувати 
дещо збільшене значення модуля зсуву ґрунтового 
середовища та спеціально призначати розрахун-
кову швидкість поперечної хвилі. 

Вертикальні коливання фундаменту на 
водонасиченій ґрунтовій основі можуть суттєво 
змінюватись в сейсмічному діапазоні частот 
внаслідок зміни порового тиску на підошву та 
взаємодії твердої та рідинної фаз у ґрунтовому 
матеріалі, що підтверджують відомі 
дослідження [1, 28].  Оцінка динамічної 
поведінки такої системи  при гармонічних 
коливаннях штампів з проникною 
та непроникною для порової рідини 
підошвою на пористопружній насиченій 
рідиною (ППНР) основі виконувалась 
на основі розв’язку динамічних контакт-
них задач для штампа в публікаціях [5, 
8-10, 15, 24-26, 29, 32] та ін. метода-
ми скінченних елементів, граничних 
елементів, ортогональних поліномів. У 
вказаних дослідженнях застосовано досить 
обґрунтовану динамічну модель ППНР 
середовища М. Біо, що була представлена 
в статтях [17, 18], ряду її застосувань при-
свячено числені публікації, наприклад, 
[19], а також матеріали ряду конференцій, 
наприклад, [32]. Параметри моделі                       
М. Біо враховують щільність матеріалів                                                                                          
фаз та їх інерційну взаємодію, пружні 
характеристики фаз та середовища, 

в’язкість порової рідини, осереднену пористість 
твердого скелету та форму пор, фільтраційні харак-
теристики середовища, уточнення для високих 
частот. Особливими фізичними явищами є розпов-
сюдження двох поздовжніх хвиль, загасання коли-
вань від різниці швидкостей руху пористої пружної 
твердої та в’язкої стисливої рідинної фаз, а також 
інерційної взаємодії фаз. Застосування рівнянь                                                                                              
М. Біо для аналізу хвильових процесів у ґрунтово-                                                                                                        
му середовищі з помірною інтенсивністю                
фільтрації в’язкої рідини в системі взаємопов’я-
заних пор пружного пористого скелету представ-
лено в огляді літератури роботи [3].

Внаслідок ускладнення картини хвильових 
процесів  у ґрунтовій основі шаруватої струк-
тури виникають резонансні явища. Авторами 
досліджень [2, 14, 16] та ін. теоретично про-
аналізовано особливості імпедансних функцій для 
прямокутних та інших штампів на горизонтально-
шаруватій пружній основі з обґрунтуванням тео-
ретичних моделей та особливостей в частот-
них інтервалах з існуванням, зародженнням чи 
відсутністю різних хвиль в шаруватій основі.  
Тут розглядаємо крайній випадок – шар ППНР 
середовища із затисненою тильною гранню, що 
дозволяє на результатах розрахунків показати 
резонансні особливості такої основи. 

Для моделі плити чи фундаменту прийнято 
жорсткі смугу чи прямокутний штамп. Контактна 
умова також вибрана як для крайнього випад-
ку – непроникна для порової рідини (недренова-
на). Деформівні фундаменти також можуть бути 
розглянуті на основі відповідних моделей [10].  

Для смуги з непроникною підошвою, що 
спирається без тертя на поверхню ППНР шару 
із затисненою нижньою гранню  (розрахункову 
схему показано на рис. 1) методом інтегральних 

Рис. 1. Жорстка смуга на ППНР шарі
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перетворень з диференційних рівнянь моделі              
М. Біо та відповідних граничних умов отримано 
розв’язок задачі Лемба, а з контактних умов отри-
мано інтегральні рівняння, для розв’язку яких 
використовується метод ортогональних поліно-                                                                                                      
мів [3]. Попередньо було розглянуто закономір-
ності розподілу контактних тисків як від  твер-
дого скелету, так і від порової рідини на основі 
розділення вкладів фаз в аналітичному розв’язку. 
Теоретичний аналіз ядер інтегральних рівнянь 
показав, що розподіл ефективних напружень 
в твердій фазі (логарифмічне ядро) відповідає 
розподілу з кореневою особливістю по краях, 
а поровий тиск під підошвою особливостей не 
має. Представлення невідомих ефективних напру-
жень та порового тиску при вертикальних коли-
ваннях штампа у вигляді нескінченних рядів 
підібрано у інтегрально-диференційній формі на 
основі спектральних співвідношень для ортого-
нальних поліномів Чебишова для непроникних 
для порової рідини жорсткої смуги і прямокутно-
го штампа (на ППНР півпросторі) [3]. Отримано 
нескінчені системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
(коефіцієнти систем – компоненти переміщень 
контактної поверхні у вигляді  інтегралів від 
складних функцій) для визначення мето-
дом редукції коефіцієнтів 
рядів для визначення кон-
тактних тисків, реакцій фаз 
та переміщень штампів. 
Складний вигляд приймають 
коефіцієнти для шару ППНР 
в двовимірній постановці [3, 
§ 7.3] та тривимірній (будуть 
опубліковані пізніше). В 
аналітичному розв’язку задачі 
Лемба, що знаходиться за 
допомогою комп’ютерних 
символьних перетворень, 
враховується повна хвильо-
ва картина та визначаються 
відповідні асимптотики. 

На основі числових 
розрахунків імпедансу прово-
диться аналіз впливу основних 
характеристик моделі основи, 
розміру підошви. 

Основним геометрич-
ним параметром задачі є 
безрозмірна висота шару 

/H H a= , де а - півширина 
смуги (рис. 1), безрозмірна 
частота визначається як                          
ζ=aω/c2 , де ω - кругова частота 
вимушених коливань, c2 - рефе-
рентна швидкість поперечної 
хвилі [17, 18].  

Ключовим параметром 
ППНР середовища вважається 

безрозмірний параметр [30]

                          
2 11

aB
c ρ

= b   ,

де 
2

0

prK
ϑ θ

=b  коефіцієнт дисипації двофазного 

середовища (що враховує внутрішнє тертя при 
взаємному зміщенні твердої матриці та порової 
рідини), ϑ - пористість, Kpr проникність (або 
коефіцієнт фільтрації kf =Kpr ρf g/θ0), θ0 - динамічна 
в’язкість порової рідини,  ρ11  - щільність твердої 
фази,  ρf  - щільність порової рідини, g - прискорен-
ня вільного падіння. Використовуємо тут познач-
ки згідно [3]. 

Результати для прямокутного штампа на ППНР 
півпростору [3, гл. 7] свідчать про значну (до зміни 
знаку) залежність від частоти дійсної частини 
імпедансу (жорсткості) в певному діапазоні частот 
сейсмічного діапазону внаслідок врахування поро-
вого тиску, а для шаруватої основи   демонстру-
ють складну залежність жорсткості та загасання 
від частоти коливань. 

На рис. 2 показано функції імпедансу для 
жорсткої смуги (рис. 1) при H=2 та H=8. Згідно [2] 
функція приймає нульові значення при частотах

Рис. 2. Імпеданс для жорсткої смуги при H=2 та H=8; 
a=1 м; B=1; ζ=0÷6 
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    1( 1 / 2) / ( ), 0,1, 2...K K H Kζ π β= + =  ,

де β1=c2  /c1 (ζ), c1 (ζ) швидкість першої поздовжньої 
хвилі в двофазному середовищі, на яких в шарі 
(як і в пружному) зароджуються хвилі нормаль-
них мод, а переміщення теоретично необмежені. 
В інтервалах між цими частотами жорсткість осно-
ви змінюється досить закономірно, змінюючи 
від’ємні значення на додатні, як і для моделі 
півпростору. Екстремальні значення також зале-
жать від частоти.   

При частотах нижче виникнення першої 
нормальної хвилі  ζ<ζ1 основа реагує як пружний 
шар [2], практично без загасання коливань.  

На рис. 3 продемонстровано результати розра-
хунку для шару H=4 при B=0.1 та B=10.0. У дру-
гому випадку взаємодія фаз призводить до значно 
більшої величини імпедансу, вочевидь за рахунок 
збільшення внеску рідинної фази. Деякі локальні 
екстремуми пояснюються відомим з теорії [2] 
ефектом виникнення обернених хвиль в шарі на 
частотах, попередніх до виникнення нормаль-

них мод. Не виключаються похибки розрахунків, 
що коригуються збільшенням числа членів рядів 
функцій по ортогональним поліномам та точності 
оцінки інтегралів в коефіцієнтах системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь. 

Представлена модель ілюструє крайній випа-
док шару із затисненою тильною гранню. 
Модель основи як пружного шару на півплощині 
(чи на півпросторі), в якій резонансні часто-
ти подібні, а випромінювання пружних хвиль 
в півобмежене середовище збільшує загасан-
ня, рекомендується використовувати для оцінки 
динаміки відповідальних споруд [16]. 

ВИСНОВКИ
Один з методів динамічного аналізу 

відповідальних споруд – застосування імпедансних 
чи передаточних функцій частоти, що можуть бути 
включені до динамічних розрахункових схем. 
Функції імпедансу для штампа з непроникною 
для порової рідини підошвою на пористопружній 
шаруватій насиченій рідиною (ППНР) двофазній 

Рис. 3. Імпеданс при B=0.1 та B=10.0; H=4; a=1 м; 
ζ=0÷6 
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основі визначаються з розв’язку динамічної 
контактної задачі методом ортогональних 
поліномів, точного розв’язку для переміщень 
поверхні одношарової основи та програмно-
го забезпечення за геометричними та фізико-
механічними параметрами фундаментів та моделі 
основи. 

На числових прикладах показано, що реакція 
(імпеданс) ППНР основи відрізняється від реакції 
пружної моделі. Взаємодія між фундаментом з 
недренованою підошвою та водонасиченим 
ґрунтом неодностороння внаслідок змінного тиску 
стисливої та в’язкої порової рідини в пружній 
пористій матриці.

Визначено прояви резонансних ефектів 
одношарової основи в залежності від геометрич-
них параметрів системи фундаментоснова та влас-
тивостей матеріалу двофазної основи.  
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