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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  
КОЛЕБАНИЙ ГИБКИХ ТОКОПРОВОДОВ ДУГОВОЙ ПЕЧИ 

 
Лютая А. В., Обухов А. Н. 

 
 
Определены законы колебаний гибких кабелей трёх фаз дуговой электросталепла-

вильной печи при возникновении эксплуатационных коротких замыканий и обрывах дуг. 
Разработана модель электромеханических колебаний гибких кабелей дуговых сталеплавиль-
ных печей. Данная модель позволяет учитывать эти возмущающие воздействия. Оценка вли-
яния возмущений в силовой цепи ДСП позволит повысить качество регулирования мощно-
сти и, следовательно, увеличит производительность печи. Полученные зависимости измене-
ния расстояний между отклоняющимися гибкими кабелями дают возможность разработать 
энергоэффективные регуляторы перемещения электродов за счет компенсации данных воз-
мущений. Результаты исследований могут быть использованы для всех трехфазных элек-
тродуговых сталеплавильных печей. 

 
 
Визначені закони коливань гнучких кабелів трьох фаз дугової електросталеплавильної 

печі при виникненні експлуатаційних коротких замикань та обривів дуг. Розроблено модель 
електромеханічних коливань гнучких кабелів дугових сталеплавильних печей. Дана модель 
дозволяє враховувати ці збурюючі дії. Оцінка впливу збурень в силовому ланцюгу ДСП до-
зволить підвищити якість регулювання потужності і, отже, збільшить продуктивність печі. 
Отримані залежності зміни відстаней між гнучкими кабелями, що відхиляються, дають мож-
ливість розробити енергоефективні регулятори переміщення електродів за рахунок компен-
сації даних збурень. Результати досліджень можуть бути використані для всіх трифазних 
електродугових сталеплавильних печей. 

 
 
The article is devoted to definition of laws of fluctuations of flexible cables of three phases 

of an electric arc furnace at occurrence of operational short circuits and arc disruptions. Model of 
electromechanical fluctuations of flexible cables of the electric arc furnaces is created. The given 
model allows to consider these revolting influences. The diagnostic of impact of the disturbances in 
power circuit of the arc steel furnace will improve the quality of power regulation and therefore in-
crease the productivity of the furnace. Received relations of change of the distances between di-
verging flexible cables give the opportunity to develop energy-efficient regulators of move of elec-
trodes by compensating for these fluctuations. Results of researches can be used for all three-phase 
electric arc furnaces. 
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УДК 621.365.2 
 

Лютая А. В., Обухов А. Н. 
 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
КОЛЕБАНИЙ ГИБКИХ ТОКОПРОВОДОВ ДУГОВОЙ ПЕЧИ 
 
Гибкие кабели дуговой сталеплавильной печи (ДСП) наиболее подвержены воздей-

ствию электродинамических усилий. При эксплуатационных коротких замыканиях и обры-
вах дуг происходят резкие изменения электродинамических усилий между гибкими кабеля-
ми, что приводит к их колебаниям [1]. Это отражается на модуляции колебаний электриче-
ских координат, в том числе длин электрических дуг, и снижается стабильность их горения 
[2, 3]. Поэтому с целью компенсации данных возмущений необходимо разработать модель 
колебаний гибких кабелей и учесть их влияние на электрические координаты печи.   

В работах [1–3] приводятся математические модели колебаний гибких кабелей, одна-
ко модели не являются достаточно точными и имеют ряд допущений. Не было выведено 
уравнение провиса гибкого кабеля, не были определены приведенные длина и масса матема-
тических маятников, в виде которых авторы представляют гибкие кабели. В настоящей рабо-
те предлагается более точное описание колебаний гибких токопроводов. 

Целью работы является определение законов колебаний гибких кабелей трёх фаз ДСП 
при возникновении коротких замыканий или обрывах дуг. 

Для этого вначале необходимо найти уравнение кривой, по которой висит гибкий ка-
бель, то есть уравнение цепной линии. На рис. 1 приведена схема представления одного гиб-
кого кабеля в виде весомой нити (цепной линии), на которую без учета внешних усилий дей-
ствует усилие Н в нижней её точке (которое в случае разрезания кабеля в нижней его точке 
необходимо приложить с целью удержания кабеля в том же изогнутом состоянии), усилие Т 
натяжения нити и сила тяжести qS  – вес весомой нити длиной S  ( MMS O  – малый уча-

сток нити между точками OM  и M ), где q  – погонный вес нити, то есть вес 1 м, который 

рассчитывается следующим образом: ,гкгкgmq 
 

где гкm  – масса гибкого кабеля, a2  – 

расстояние между точками подвеса гибкого кабеля; h  – высота провиса гибкого кабеля. 
Для вывода уравнения цепной линии необходимо составить уравнения равновесия сил 

относительно осей Ох и Оy. 
Сумма проекций всех сил на ось Ох: 
 

;0 xF  ;0cos  TH  .
cos

H
T                                         (1) 

 
Сумма проекций всех сил на ось Oу: 
 

;0 yF
 

;0sin  TqS  .
sin
qS

T                               (2) 

 
Из уравнений (1) и (2) можно определить: 
 

.
H

qS
tg                                                                    (3) 
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Рис. 1. Схема представления гибкого кабеля в виде цепной линии 
 
Пусть уравнение цепной линии  .xyy   Тогда  
 

;tgy   
.

H

qS
y                                                           (4) 

 
Продифференцировав уравнение (5), можно получить: 
 

.S
H

q
y                                                                 (5) 

 
Известно, что: 
 

  ;1 2 dxydS 
 

  .1 2yS                                              (6) 
 

Подставив выражение (6) в равенство (5), можно найти дифференциальное уравнение 
искомой линии: 

 

  .1 2y
H

q
y                                                            (7) 

 
Пусть  xpy  , тогда: 
 

.
dx

dp
y                                                                    (8) 

 
Подставив (8) в (7), можно получить: 
 

21 p
H

q

dx

dp
 .                                                         (9) 
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Интегрируя уравнение Hqdxpdp  21 ,
 
можно получить: 

 

;
1 2

 


dx
H

q

p

dp

    

.1ln 1
2 Cx

H

q
pp 






   

 

Используя условия, что ,00при 00   xх pyх
 
можно определить, что 01 C  

и получить: .1ln 2 x
H

q
pp 






 

 
Отсюда: 

 

.1 2 x
H

q

epp 
                                                   

(10) 

 
Из уравнения (10) определяется р: 
 

;1

2
2

2





















  pep

x
H

q

 

;21 2
2

2 ppeep
x

H

q
x

H

q

  ;12

2


x

H

q
x

H

q

epe  

 

.
2

x
H

q
x

H

q

ee
p





                                                          (11) 

 

Исходя из того, что  xpy   и 










x
H

q
sh

ee
x

H

q
x

H

q

2  
выражение (11) можно пред-

ставить как: 
 

.





 x

H

q
shy

                                                            (12) 

 

Интегрируя (12), можно определить .2Cx
H

q
ch

q

Н
y 






  

Можно определить 2C  из условия, что   hy 0 : 

 

;0 2 hC
H

q
ch

q

Н







 

 
.2 q

H
hC   

 
Тогда окончательно уравнение цепной линии будет иметь вид: 
 

.1














 x

H

q
ch

q

H
hy                                                    (13) 
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Учитывая, что   0ay : 
 

;01 





  a

H

q
ch

q

H
h

       
;1 ha

H

q
ch

q

H







         .1






 h

H

q
a

H

q
ch

                   (14) 

  

Пусть a
H

q
z  . Тогда уравнение (14) можно переписать: 

 

  .1 z
a

h
zch

                                                           
(15) 

 
Тогда уравнение цепной линии, по которой висит гибкий кабель, имеет вид: 
 

.1
















a

x
zch

z

a
hy

                                                    (16) 

 
Решение уравнения (16) относительно z можно провести графическим способом в про-

граммном пакете MathCad.  
Для того чтобы представить гибкие кабели в грубом приближении в виде математиче-

ских маятников, определим их приведенную длину *  и массу *m . 
Найдем кинетическую и потенциальную энергии весомой нити при повороте плоско-

сти подвеса на угол   относительно неподвижной точки О без учета действия внешних усилий. 
Кинетическая и потенциальная энергии элемента нити: 
 

  ;1
2

222  ydxy
g

q
dT                                               (17) 

 

   .cos11 2  ydxyqdП                                             (18) 

 
Интегрируя обе части уравнений (17), (18), получим: 
 

  ;1
2

1 222



a

a

dxyy
g

q
T                                                 (19) 

 

   .cos11 2



a

a

dxyyqП                                               (20) 

 
Согласно уравнению Лагранжа: 
 

.0










 

П

d

T

dt

d


                                                      (21) 

 
Подставим в уравнение (20) выражения (18) и (19): 
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    ;0sin11 222  
 

a

a

a

a

dxyyqdxyy
g

q                              (22) 

 

 

 
.0sin

1

1

22

2














 
a

a

a

a

dxyy

dxyyg

                                              (23) 

 
Уравнение (23) сводится к уравнению: 
 

.0sin2                                                               (24) 
 

Тогда, исходя из уравнений (23) и (24), частота колебаний маятника около точки О бу-
дет иметь вид: 

 

 

 
.

1

1

22

2














a

a

a

a

dxyy

dxyyg

                                                       (25) 

 
Известно, что частота колебаний математического маятника равна: 
 

,
*

g


         

                                                     (26) 

 

где *  – приведенная длина маятника, м. 
Приравнивая правые части уравнений (25) и (26) определим приведенную длину ма-

тематического маятника * : 
 

 

 
.

1

1

2

22

*














a

a

a

a

dxyy

dxyy

                                                     (27) 

 
Зная уравнение цепной линии (16), по которой висит гибкий кабель, определим y : 
 

.







a

x
zshy                                                         (28) 

 
Тогда с учетом выражений (16) и (28) выразим приведенную длину маятника: 
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 

 
.

1

1

2

2

22

*

dx
a

x
zch

a

x
zch

z

a

z

a
h

dx
a

x
zch

a

x
zch

z

a

z

a
h

dxyy

dxyy

a

a

a

a

a

a

a

a

























































































                       (29) 

 
Численное значение приведенной длины маятника для ДСП-50, вычисленное по дан-

ной формуле, равно 3 м. 
В грубом приближении представим гибкие кабели в виде математических маятников 

(см. рис. 2) [1, 2]. 

На рис. 2 приняты следующие обозначения: ,ABaBA 
 

,BCaCB  ACaCA   – 

расстояния между гибкими кабелями фаз А и В, В и С, А и С соответственно; ,ABbAB
,BCbBC ACbAC   – расстояния между отклоняющимися гибкими кабелями фаз А и В, В 

и С, А и С соответственно под воздействием электродинамических сил; * CCBBAA  – 

длина математического маятника; , ,A B CF F F  – электродинамические силы, действующие 

на кабели фаз А, В и С соответственно; для фазы А электродинамическое усилие имеет вид: 
 

;A BA CAF F F                                          (30) 

 
для двух других фаз расчеты аналогичны;  
G  – силы тяжести, действующие на каждый маятник, они одинаковы, т. к. равны мас-

сы m* маятников: 
 

;*gmG                                       (31) 

 

CBA GGG  ,,  – проекции сил тяжести, создающие моменты 
CBA GGG MMM  ,,  отно-

сительно неподвижных точек CBA  ,, , для фазы А имеют вид AA GG sin ; 

;*AG GM
A

  для двух других фаз расчеты аналогичны; , ,A B C    – углы, на которые от-

клоняются кабели фаз А, В и С соответственно под воздействием электродинамических сил; 

CBA FFF MMM  ,,  – моменты проекций электродинамических усилий относительно непо-

движных точек CBA  ,, ; CтрвBтрвAтрв MMM ...... ,,
 
– моменты вязкого трения, которое 

возникает в местах крепления гибких кабелей к неподвижным стойкам. 
Для определения закона колебаний маятников воспользуемся теоремой моментов 

для фазы А относительно неподвижной точки А  и учтем, что при колебаниях гибких кабе-
лей их параметры изменяются во времени (см. рис. 2) [1, 2]: 

 
       ;.. tMtMtMtJ

AA FAтрвGAA    

 

       ,sin** tMttgmtJ
AFAAAA                                   (32) 
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Численное значение момента инерции гибкого кабеля ДСП-50, определенное по вы-
ражению (35), равно 2850 кг.м2. 

Теперь из уравнения (34) определим приведенную массу маятника *m : 
 

 
.

1

*

2

*

g

dxyyq

m

a

a






                                                         

(36) 

 
Преобразуем выражение приведенной массы математического маятника с учетом (23): 
 

 
.

1

**

2

*

 g

dx
a

x
zch

a

x
zch

z

a

z

a
hq

a

a

a

a

g

dxyyq

m
 
































 






                              

(37) 

 
Численное значение приведенной массы гибкого кабеля ДСП-50, определенное 

по выражению (37), равно 460 кг. 
В уравнении (32) известны все параметры, кроме зависимости угла отклонения маят-

ника (гибкого кабеля) и зависимости момента электродинамического усилия фазы. Моменты 
электродинамических усилий можно определить, используя рис. 2 [2]: 

 

                ;sinsin **   tFtttFtttM ACAACABAABFA
            (38) 

 

                ;sinsin **   tFtttFtttM BCBBCABBABFB


         
 (39) 

 

                .sinsin **   tFtttFtttM BCCBCACCACFC
       

   
(40) 

 
В уравнении (32) после подстановок известны все параметры, кроме зависимости 

электродинамического усилия  tFAB  и углов  t  и  t . 
Определим электродинамические силы, действующие между гибкими кабелями 

пар фаз. Электродинамическое усилие  tFAB  равно: 
 

         ,
2

0 titi
tb

tFtF BA
AB

ВAAВ 





                                  

(41) 

 
где ( ), ( ), ( )A B Ci t i t i t  – мгновенные значения токов, текущих в кабелях А, В и С. 

Электродинамические усилия    tFtF AСBС ,  вычисляются аналогично. 

В формулу для вычисления электродинамических усилий между двумя токопроводами 
входит изменяющееся во времени расстояние между ними. Для того чтобы получить зависи-
мости электродинамических усилий между гибкими кабелями, необходимо определить законы 
изменения расстояний между ними при их механических низкочастотных колебаниях. 

Изменения расстояний между отклоняющимися гибкими кабелями (маятниками), 
а также углы  t  и  t  определим из рис. 2. 
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Запишем координаты точек ;,, CBA   CBA ,,  с учетом того, что маятники колеб-

лются во времени:  ;, AA yxA    ;, BB yxB    ;, CC yxC       ;, tytxA AA      ;, tytxB BB

     ,, tytxC CC  где CBACBA yyyxxx  ,,,,,  – известные координаты, связанные с кон-

структивным взаимным расположением гибких кабелей, а координаты 
           tytytytxtxtx CBACBA ,,,,,  можно определить. Для точки А из рис. 2 координаты бу-

дут иметь следующий вид (для двух других точек координаты определяются аналогично): 

    .cos,sin ** tytxA AAAA      
Тогда расстояния между отклоняющимися маятниками фаз А и В определятся следу-

ющим образом (расстояния между другими парами фаз определяется аналогично): 
 

   ABtbAB   
 

          .coscossinsin
2**2** tytytxtx AABBAABB            

  
(42) 

 
Теперь, подставляя выражение изменения расстояния между отклоняющимися маят-

никами  tbAB  (42) в формулу (41), можно определить изменение электродинамического уси-
лия между маятниками (гибкими кабелями). 

Угол  tA  из рис. 2 с учетом того, что маятник колеблется во времени, определяется 
следующим образом: 

 

    .
2

  tt AA                                                      (43) 

 
Углы  tB  и  tC  определяются аналогично. 

Угол  tAB  из рис. 2 с учетом того, что маятники колеблются во времени, определя-
ются следующим образом: 

 

      
    

.
sinsin

coscos
*

*





















ttxx

ttyy
arctgt

ABAB

ABAB
AB







                             (44) 

 
Углы  tBC  и  tAС  определяются аналогично. 

Подставляя изменения углов  t  и  t , приведенную длину * , изменения электро-
динамических усилий, определяются моменты электродинамических усилий. 

Подставляя момент инерции OJ  маятника относительно неподвижной точки О, при-

веденную массу *m  маятника и моменты электродинамических усилий в уравнения теорем 
моментов, получаем систему трех дифференциальных уравнений второго порядка, решая ко-
торую относительно углов отклонения  t  кабелей, можно определить изменения расстоя-
ний между отклоняющимися математическими маятниками по выражению (43). 

В математическом программном пакете Matlab Simulink была собрана общая модель 
электромеханической системы управления приводом перемещения электродов ДСП-50, 
включая разработанную в данной статье модель колебаний гибких кабелей. В результате бы-
ли получены графики изменения расстояний между гибкими кабелями ДСП-50 при коротком 
замыкании в фазе С (см. рис. 3), из которых видно, что короткое замыкание в фазе привело 
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к колебаниям гибких кабелей в течение 20 секунд, что отражается на колебаниях электриче-
ских координат короткой сети ДСП, увеличивает энергопотребление и продолжительность 
плавления металла.  

 

 
Рис. 3. Графики изменения расстояний между гибкими кабелями ДСП-50 при коротком 

замыкании в фазе С 
 
Таким образом, были получены законы колебаний гибких токопроводов при внешних 

возмущениях в короткой сети ДСП.  
Данные исследования позволяют разработать средство компенсации данных колеба-

ний, которые передаются длинам дуг, снижая стабильность их горения. 
 

ВЫВОДЫ 

Уточненная математическая модель электромеханической системы колебаний гиб-
ких кабелей позволяет получить зависимости изменения расстояний между гибкими кабе-
лями трех фаз при внешних возмущающих воздействиях, что позволяет разработать сред-
ство компенсации данных колебаний, которые передаются длинам дуг, снижая стабиль-
ность их горения. 
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