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ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ ВАГОМОЇ НИТКИ, ЯКА ПІДВІШЕНА ЗА ОДИН 
КІНЕЦЬ, ПІД ДІЄЮ ВІТРОВОГО НАВАНТАЖЕННЯ 

 
 

Обухов А. М., Паламарчук В. О. 
 
 
Поставлена та розв'язана задача визначення поперечного переміщення довільного пе-

ретину вагомою нитки, підвішеної за один кінець, яка знаходиться під дією вітрового наван-
таження. Операційним методом задачу зведено до розв'язання крайової задачі для звичайно-
го диференціального рівняння. Проведено дослідження отриманих розв'язків крайової задачі 
для звичайного диференціального рівняння. При цьому, розв'язки отримані у вигляді функці-
ональних рядів за системою функцій Бесселя, що є рівномірно збіжними на інтервалі 

( )lx ;0∈ . Отримана формула, яка дозволяє розрахувати поперечні переміщення довільного 
перетину нитки, що знаходиться під дією вітрового навантаження, у будь-який момент часу. 

 
 
Поставлена и решена задача определения поперечного перемещения произвольного 

сечения весомой нити, подвешенной за один конец и находящейся под действием ветровой 
нагрузки. Операционным методом задача сведена к решению краевой задачи для обыкновен-
ного дифференциального уравнения. Проведено исследование полученных решений краевой 
задачи для обыкновенного дифференциального уравнения. При этом, решения получены 
в виде функциональных рядов по системе функций Бесселя, равномерно сходящихся на ин-
тервале ( )lx ;0∈ . Получена формула, позволяющая рассчитать поперечные перемещения 
произвольного сечения нити, находящейся под действием ветровой нагрузки, в любой мо-
мент времени. 

 
 
The problem of determining the cross movement of any section of a heavy cord hanged at 

one end under the influence of wind loads is defined and solved. With the help of the operational 
method the problem is converted to the solution of a boundary value problem for an ordinary 
differential equation. The study of the obtained results of a boundary value problem for an ordinary 
differential equation is represented. In doing so, the solutions were obtained in the form of series of 
functions according to Bessel's system of functions, which are uniformly convergent in the interval. 
A formula that allows to calculate the cross movement of any section of a cord under the influence 
of wind loads at any time is obtained. 
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ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ ВАГОМОЇ НИТКИ, ЯКА ПІДВІШЕНА  
ЗА ОДИН КІНЕЦЬ, ПІД ДІЄЮ ВІТРОВОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
 
Дана робота продовжує дослідження [1,2] механічніх колівань в умовах складних 

навантажень.  
Нехай на вагому нитку, підвішену за верхній кінець lx =  діє неперервно розподілена 

сила (вітрове навантаження), ( )txF , розрахована на одиницю довжини. Тоді рівняння виму-
шених поперечних коливань нитки можна записати у вигляді[3] 
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де ( )txU ,  – поперечне переміщення нитки в перерізах; 
ρ – лінійна густина матеріалу нитки; 
g – прискорення вільного падіння. 
Приймемо до уваги вираз вітрового навантаження у вигляді [4] 
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де 0V  – швидкість вітру; 

t
U
∂
∂  – швидкість переміщення нитки в перерізі х; 

k – коефіцієнт пропорційності. 
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Враховуючи (3), диференціальне рівняння(1) перепишемо у вигляді 
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де 
ρ

α 0kV
=  – коефіцієнт, що має розмірність ][ 1−c . 

Досліджуємо процес поведінки нитки, що знаходиться під дією вітрового заванта-
ження, у разі, коли в початковий момент часу нитка займала положення статичної рівнова-
ги, тобто 

( ) 00, 0 =∂
∂

= =tt
UxU  

Математичну модель процесу, що вивчається, можна представити у вигляді диферен-
ціального рівняння (4), розв’язок котрого задовольняє  

- Граничним умовам 
 ( ) ( ) .,;0, 0 ∞<= == xlx txUtxU             (5) 
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- Початковим умовам 

( ) 00, 0 =
∂
∂

= =tt
UxU                 (6) 

Завдання розв’яжемо операційним методом. Застосуємо перетворення Лапласа до ди-
ференциального рівняння (4) по змінній t і враховуючи початкові умови (6), отримаємо крає-
ву задачу для звичайного диференціального рівняння 
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розв’язок якого задовольняє граничним умовам 
( ) ( ) .,;0, 0 ∞<= == xlx txUtxU                  (8) 
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Будемо шукати загальний розв’язок рівняння (7) у вигляді: 
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А функція ( )pxV ,  є розв’язком рівняння 
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Що задовольняє граничним умовам 
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Загальний розв’язок рівняння (11) запишемо як 
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де ( ) ( )zYzI 00 ,  – функції Бесселя уявного аргументу першого роду нульового порядку. 
Враховуючи, що при 0→z ( ) ∞→zY0  и граничну умову (12), отримаємо 02 =C . 
Використавши першу граничну умову (12), знайдемо  
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Відповідно до выразів (9),(13) і (14) розв’язок крайової задачі запишемо у вигляді 

( )
( )





























+









+

−⋅
+

=

α

α

α

α

pp
g
lI

l
xpp

g
lI

pp

V
pxU

22

22
1

2
,

2
0

2
0

2
0                   (15) 



ISSN 2219-7869.  НАУЧНЫЙ  ВЕСТНИК  ДГМА. № 1 (19Е), 2016. 84 
 

Выраз (15) є зображенням шуканого розв’язку. За допомогою зворотнього перетво-
рення Лапласа вираз (15), приведемо до вигляду 
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Функція ( )pxU ,  аналітична на всій області визначення, крім полюсів, які є коренями 
рівняння 
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Знайдемо корені рівняння (16’). Очевидно, р=0 – корінь кратності r=2; р=-2α –

кратності r=1. Щоб знайти інші корені, достатньо покласти µα ipp
g
l

=+ 22 2 . Знайдемо 

розвязок  рівняння ( ) 00 =µJ , тут ( )zJ 0  - функція Бесселя першого роду нульового порядку. 
Відомо, що рівняння . ( ) 00 =µJ  має зчисленну множину дійсних коренів [5]: 

.........21 <<<< kµµµ  
Кореню kµ  відповідає пара коренів рівняння 
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Розглянемо умову
g
l

k
22 4αµ > . В цьому випадку у системі реалізується коливальний 

процес. 
Використовуючи теорію лишків, інтеграл (16) можна записати у вигляді: 
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де pi   полюс  ( )pxU ,  кратності r . 
Обчислимо значення лишків у відповідних полюсах. 
а) р=0. кратність r=2. Згідно з формулою (21) маємо: 
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б) р=-2α  
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Окремо знайдемо 
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Тут ( )zI1  – функція Бесселя уявного аргументу першого роду першого порядку, вра-
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Тоді выраз (24), з урахувнням (25), після нескладних алгебраїчних перетворень можна 
привести до вигляду 
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Враховуючи, що  
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Звертаючись до рівності (20) і враховуючи значення відповідних обчислень (22), (23) 
і (27), поперечне переміщення довільного перетину нитки, що знаходиться під дією вітрово-
го навантаження, можна знайти за формулою 
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ВИСНОВКИ  

1. Поставлена і розв’язана задача визначення поперечного переміщення довільного 
перетину вагомої нитки, підвішеної за один кінець, що знаходиться під дією вітрового наван-
таження. 

2. Операційним методом задача зведена до розв’язання краєвої задачі для звичайного 
диференціального рівняння. 

3. Проведено дослідження отриманих розв’язків краєвої задачі для звичайного дифе-
ренціального рівняння.  

4. Отримана формула визначення поперечного переміщення довільного перетину 
нитки. 
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