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The basis for the estimation of the Gruneisen parameter γ is laid ln

ln
Дd

d V


    (θД – Debye’s charac-

teristic temperature, V– molar volume) from which the mathematical expression follows 
ln lnVДθ = γ + const . In previous publications in order to determine θД the Lindemann formula was used. 

However, due to the ambiguity of the dimensional coefficient C in the Lindemann formula, the authors 
used the method of high-temperature roentgenography within the limits of 293–973 K. On the basis of 
analisys of the intensity of one maximum interference (hkl) at different temperatures, was determined by 
Chipman’s method X-ray characteristic temperature  θр(Т) groups of hexaboard type CaB6, namely 
CaB6, YB6, LaB6, CeB6, PrB6 , NdB6, ErB6, ThB6, YbB6. Considering, that neither the structure nor 
the interatomic connections within the temperature search of hexaborides does not change, the value of 
the parameter γ is determined. Its value was obtained within 2.5–4.7 for CeB6, NdB6, ErB6, YbB6, ThB6 
and order 5.5–6.6 for CaB6, YB6, LaB6, PrB6. The parameters of Gruneisen proved to be practically 
independent of temperature. The presence of the meanings of γ made it possible to divide the implicit and 
explicit parts of the anagrammonism into a calming measure. The generalizing measure of anharmonism 
is mainly exhausted by the product γβ (β – the coefficient of the volumetric expansion of the crystalline 
lattice. 

 
Key words: Gruneisen parameter, Debye characteristic temperature, X-ray characteristic temperature, 

anharmonicity of oscillations of particles in crystals, Lindemann’s formula, Gruneisen formula.
 

Оцінка параметра Грюнайзена гексаборидів металів 
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В основу оцінки параметра Грюнайзена γ покладено співвідношення 
ln

ln
Дd

d V


    ( θД — характеристична температура Де-

бая, V – молярний об’єм), з якого випливає математичний вираз ln lnVДθ = γ +const . В попередніх публікаціях для визначення θД 

використовувалась формула Ліндемана. Однак через неоднозначність розмірного коефіцієнта С у формулі Ліндемана автори 
застосували метод високотемпературного рентгенографування у межах 293–973 К. На основі аналізу зміни інтенсивності одного 
інтерференційного максимуму (hkl) при різних температурах визначалася за методом Чіпмана рентгенівська характеристична 
температура θр(Т) групи гексаборидів типу CaB6, а саме: CaB6, YB6, LaB6, CeB6, PrB6, NdB6, ErB6, ThB6, YbB6. Враховуючи, що ні 
структура, ні міжатомні зв’язки в межах температурного дослідження гексаборидів не змінюються, визначено значення пара-
метра γ. Були отримані його значення в межах 2,5–4,7 для CeB6, NdB6, ErB6, YbB6, ThB6 і порядку 5,5–6,6 для CaB6, YB6, LaB6, PrB6. 
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Параметри Грюнайзена виявилися практично незалежними від температури. Наявність значень γ дало змогу розділити неявну 
і явну частини узагальнюючої міри ангармонізму. Узагальнююча міра ангармонізму в основному вичерпується добутком γβ (β – 
коефіцієнт об’ємного розширення кристалічної гратки).  

 
Ключові слова: параметр Грюнайзена, характеристична температура Дебая, рентгенівська характеристична температура, 

ангармонізм коливання частинок у кристалах, формула Ліндемана, формула Грюнайзена.  
 

Вступ 
 

В публікації (Vadets et al., 1998) уже була спроба 
оцінки середнього значення параметра Грюнайзена γ 
групи гексаборидів металів. В основу методики такої 
спроби було покладене загальновідоме співвідношен-
ня: 

ln

ln
Дd θ

d V
   , (1)

де θД – характеристична температура Дебая, V – 
молярний об’єм речовини. 

Характеристична температура Дебая розраховува-
лася за відомим співвідношенням Ліндемана: 

2/3
пл

Д

Т
θ = С

М V
, (2)

де С – розмірний коефіцієнт, який може бути в 
межах 108–153 (найчастіше приймають С = 115 або 
С = 137); Тпл – температура плавлення; М – молярна 
маса; V – молярний об’єм. 

Варто зазначити, що формули (1) і (2)  вводилися 
для кристалів з односортними атомами. Тому викори-
стання співвідношення (1) і (2) у випадку гексабори-
дів є неоднозначним.  

Інтегруючи вираз (1), отримаємо: 
 

ln lnДθ = γ V +const . (3)

За наявності значень θД і V, побудувавши залеж-
ність з використанням (3), за методом Банзігіра 
(Bansigir, 1968) знаходять середнє значення параметра 
Грюнайзена γ для ізоструктурних кристалів з однако-
вим типом зв’язків між атомами.  

Перша спроба визначення середнього значення γ 
дала незвично високі показники, точки з розбіжністю 
вкладалися на пряму, що побудована за (3) через не-
визначеність значення С та дещо відмінні фізичні 
властивості різних гексаборидів. Тому, вважаючи, що 
в межах температурного дослідження (293–973 К) 
структури і характер фізичних властивостей дослі-
джуваних гексаборидів не змінюються, ми використа-
ли рентгенографічні дані залежності θр(Т) і а(Т), де θр 
– рентгенівська характеристична температура, а(Т) – 
параметр кристалічної гратки.  

 
Матеріал і методи досліджень 

 
Матеріалами дослідження вибрана група ізострук-

турних гексаборидів з об’ємоцентричною кубічною 
(ОЦК) граткою типу CaB6, зокрема сполуки металу і 
бору (МеВ6), а саме: CaB6, YB6, LaB6, CeB6, PrB6, 
NdB6, ErB6, YbB6, ThB6. 

Всі ці кристали відносяться до просторової групи 
1

3О Pm m
h
 (Samsonov and Paderno, 1961). Структуру 

гексаборидів можна розглядати як тривимірний кар-
кас із шести атомів бору, в порожнинах між каркаса-
ми розташовані атоми металу. 

Каркас із атомів бору в гексаборидах характеризу-
ється жорстким зв’язком. Гексабориди, як відомо, 
тугоплавкі. Температури плавлення їх близькі між 
собою і сягають вище ніж 2100 ºС, однак інші харак-
теристики дещо різняться. Домінуючу роль відіграє 
каркас бору, що підтверджується малою різницею 
параметрів кристалічних граток.  

Щоб уникнути труднощів, вказаних у вступі, ми 
використали попередні високотемпературні рентгено-
графічні дані з поправками на теплове дифузне розсі-
ювання (ТДР) рентгенівських променів. Рентгеногра-
фування велося камерою оберненого знімання 
(КРОС) з фіксацією однієї інтерференційної лінії (hkl) 
за методом (Fedyshyn et al., 2016; Fedyshyn and Vadets, 
2017).  

 
Результати та їх обговорення 

 
При розрахунках рентгенівської характеристичної 

температури θр ми використовували зведену масу 
гіпотетичних атомів гексаборидів. Результати дослі-
дження наведені в таблиці 1.  

Параметри а кристалічних граток гексаборидів (в 
Å) виражалися співвідношеннями типу: 

2
0 1 2a a C t t    , (4)

де α1 та α 2 — коефіцієнти лінійного розширення. 
Для досліджених гексаборидів співвідношення 

мають вигляд: 
а = 4,1509+2,405·10-5t+6,189·10-9t2 для CaB6; 
а = 4,0999+2,249·10-5t+11,350·10-9t2 для YB6; 
а = 4,1549+2,008·10-5t+10,069·10-9t2 для LaB6; 
а = 4,1399+2,288·10-5t+10,973·10-9t2 для CeB6; 
а = 4,1298+3,031·10-5t+3,025·10-9t2 для PrB6; 
а = 4,1231+2,635·10-5t+7,463·10-9t2 для NdB6; 
а = 4,1830+2,223·10-5t+10,103·10-9t2  для ErB6; 
а = 4,1476+2,505·10-5t+5,218·10-9t2 для YbB6; 
а = 4,1094+3,006·10-5t+7,431·10-9t2 для ThB6. 

 
Температурна залежність θр(Т) виражена співвід-

ношенням типу: 

237p K b T    , (5)

де θ273K – рентгенівська характеристична темпера-
тура при 273К, b – безрозмірний коефіцієнт пропор-
ційності, Т – термодинамічна температура за шкалою 
Кельвіна, ΔT = (T–273). 

В результаті математичної обробки даних за спів-
відношенням (5) маємо: 
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θр = 765,3-9,866·10-2ΔT для CaB6; 
θр = 752,3-8,893·10-2ΔT для YB6; 
θр = 711,5-8,868·10-2ΔT для LaB6; 
θр = 731,3-5,437·10-2ΔT для CeB6; 
θр = 781,7-1,078·10-1ΔT для PrB6; 
θр = 901,5-5,456·10-2ΔT для NdB6; 
θр = 1144,0-5,817·10-2ΔT  для ErB6; 
θр = 690,5-3,637·10-2ΔT для YbB6; 
 θр = 901,6-1,053·10-1ΔT для ThB6. 

Графічно, побудувавши температурну залежність 
lnθр від lnV, за співвідношенням (3) отримали практи-
чно незалежні від температури параметри Грюнайзе-
на, хоч з підвищенням температури θр спадає, а моля-
рний об’єм V – зростає. Це свідчить про те, що в дос-
ліджуваному інтервалі температур для кожного гек-
саборида тип міжатомного зв’язку не змінюється.  

 

 
Таблиця 1 
Результати досліджень гексаборидів 
 

Храктеристики CaB6 YB6 LaB6 CeB6 PrB6 NdB6 ErB6 YbB6 ThB6

γ 6,58 5,53 6,57 3,45 6,17 2,70 2,46 2,59 4,74

–
lnd θ

dT
, 10-4  1/К* 

1,29-
1,42 

1,19-
1,28 

1,25-
1,36 

0,74-
0,78 

1,38-
1,53 

0,61-
0,63 

0,51-
0,53 

0,53-
0,55 

1,17-
1,27 

γβ, 10-4  1/К* 1,17-
1,96 

0,95-
2,18

0,99-
2,28

0,59-
1,33

1,37-
1,73

0,53-
0,92

0,41-
0,89 

0,48-
0,74 

1,06-
1,75

lnθ

T




,10-4  1/К** 
-0,12 
+0,54 

-0,24 
+0,90 

-0,26 
+0,92 

-0,15 
+0,55 

-0,01 
+0,20 

-0,07 
+0,29 

-0,10 
+0,36 

-0,05 
+0,19 

-0,11 
+0,48 

n* 1,11-
0,72 

1,25-
0,59

1,26-
0,60

1,25-
0,59

1,01-
0,88

1,15-
0,68

1,25-
0,60 

1,10-
0,74 

1,10-
0,73

* – в межах температурного дослідження 293–973 К; ** – при кімнатній температурі та при Т = 973 К 
 

Оскільки характеристична температура  θ (Т, V), то 

універсальна міра ангармонізму 
ln

T




за 

(Mykhalchenko and Kushta, 1963) рівна: 

ln lnр рd θ θ
n

dT T
 


    


, (6)

де β – дійсний коефіцієнт об’ємного розширення, 
γβ – неявна частина універсальної міри ангармонізму 

через зміну об’єму, а 
ln рθ

T




– явна частина універса-

льної міри ангармонізму через зміну температури, n – 
безрозмірний коефіцієнт пропорційності. 

За співвідношенням (5) можна показати, що  

ln
.р

р

d θ b

dT θ
   (7)

Маючи числові значення параметру Грюнайзена γ 
і дійсного коефіцієнта об’ємного розширення β та 

повного значення 
ln рd θ

dT
, за співвідношенням (6) мо-

жна знайти 
ln рθ

T




: 

ln lnр рθ d θ

T dT



 


. (8)

В таблиці подані значення γ, 
ln рd θ

dT
, γβ, 

ln рθ

T




 та n 

для кожного досліджуваного гексаборида при 20 ºС і 
700 ºС. Значення γ для гексаборидів різні і незалежні 
від температури. Значення параметра Грюнайзена для 

CeB6, NdB6, ErB6, YbB6, ThB6 знаходяться у вірогідних 
межах. Для CaB6, YB6, LaB6, PrB6 γ виявилися незвич-
но високими (порядку 6). Літературні дані постійних 
Грюнайзена гексаборидів нам невідомі.  

З підвищенням температури за абсолютною вели-
чиною узагальнююча міра ангармонізму незначно 
зростає за рахунок неявної частини через об’ємне 
розширення кристалічної комірки, однак при цьому 
відбувається часткове зростання явної частини ангар-

монізму 
ln рθ

T




, залежної від температури. 

За рахунок зростання β безрозмірний коефіцієнт 
пропорційності n з підвищенням температури спадає, 
іноді в два рази. Це свідчить про те, що значення уні-
версальної міри ангармонізму гексаборидів в основ-
ному вичерпується добутком γβ.  

 
Висновки 

 
Значення рентгенівських характеристичних темпе-

ратур θр, виражених через зведені маси гіпотетичних 
атомів, виявилися на 100–200 К вищими від одержа-
них через середню масу.  

Описаний метод визначення γ за високотемперату-
рними даними залежностей θр(Т) та V(Т) дав більш 
вірогідні значення параметра Грюнайзена.  

Наявність значень γ та β дала можливість розділи-

ти неявну (γβ) та явну 
ln рθ

T




частини узагальнюючої 

міри ангармонізму 
ln рd θ

dT
. Практично універсальна 

міра ангармонізму при помірних температурах вичер-
пується залежністю добутку γβ через зміну об’єму 



Науковий вісник ЛНУВМБ імені С.З. Ґжицького, 2018, т 20, № 90 

Scientific Messenger LNUVMB, 2018, vol. 20, no 90 
39 

кристалічної гратки. Лише при високих температурах 

значення 
ln рθ

T




 зростає, правда, на один порядок 

менше від 
ln рd θ

dT
.  

Значення коефіцієнта n ближчі до одиниці. З під-
вищенням температури у деяких гексаборидах він 
зменшується у два рази.  

Перспективи подальших досліджень. Продовжити 
пошуки оптимального експериментального методу 
визначення параметра Грюнайзена та дослідити шир-
шу групу гексаборидів.  
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