
Проанализирована возможность повышения надежности и 
эффективности работы когенерацийной установки, а также снижение 
ее стоимости, на основе измельчения ее энергетических мощностей. 

Когенерационная установка, режимы согласования постав-
щика и потребителя энергий, резервные мощности. 

 
Possibility of effeciency and reliability improvement in cogeneration plant's 

work was analized, as well as decrease of its cost by the way of making 
several lower capacities instead of powerful one. 

Cogeneration plant, modes of  power provider and consumer 
coordination, reserve capacities. 
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ЛАМІНАРНИЙ РУХ ПЛІВКИ ПО ПОХИЛІЙ СТІНЦІ  
ПІД ДІЄЮ ДОТИЧНИХ НАПРУГ І СИЛИ ВАГИ 

 
О.Т. Карпусь, кандидат технічних наук* 

 
 На основі розв’язку диференціальних рівнянь Навьє-Стокса 
отримано кут, під яким рухається осереднена течія плівки під дією сили 
ваги та дотичних напружень повітряного потоку.   

Математичне моделювання, ламінарна течія плівки, 
аналітичний розв’язок, кут нахилу течії. 

 
Забезпечення ефективної роботи тепло- і масообмінного устатку-

вання (випарників, парогенераторів, конденсаторів, деаераторів, підігрі-
вачів, охолоджувачів) залишається важливою задачею. Актуальність її 
рішення нині зростає, бо цей період характеризується постійним 
зростанням вартості енергоносіїв, обладнання, а також підвищеною 
увагою до питань енерго- і ресурсозберігання. Істотне підвищення 
ефективності устаткування, що забезпечує значне зниження 
металоємності та енергоспоживання на виробництво продукції, можливо в 
першу чергу за рахунок інтенсифікації процесів тепло- і масообміну. 

У технологічних процесах, рідка фаза часто рухається по стінці у 
вигляді плівки. 
 Мета досліджень – математичне моделювання руху плівки в 
трубопроводі або коробі. В результаті досліджень отримані формули, що 
дозволяють визначити такі важливі характеристики ламінарного 
плівкового руху, як швидкість, і кут нахилу опосередкованого потоку. 
  Методи досліджень та результати розрахунку. В зв’язку з малою 
відносною товщиною плівки в порівнянні з еквівалентним діаметром  
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Рис.1. Схема плівкової течії 
 

трубопроводу будь-яку невелику 
ділянку плівкової течії в трубопроводі 
можна розглядати як плоску. Тому, 
для отримання необхідних характе-
ристик потоку розглянемо плоску 
течію плівки по нахиленій площині з 
кутом нахилу до горизонту β  (рис.1).   

Повітряний потік направимо по 
осі z. Товщину плівки позначимо 
через h. Вільна поверхня плівки 
знаходиться в контакті з повітряним  

потоком, дія якого на плівку враховується тільки за допомогою дотичної 
напруги Tz.  

Як відомо, рівняння руху нестисливої  рідини, відоме як рівняння 
Навьє-Стокса має вигляд [2,3]:  

    (1) 

де – u, v, w – складові швидкостей; X,Y, Z – складові масової сили 
Нехтуючи складовими, які мають незначну величину, або взагалі 

рівні нулю, рівняння Нав'є - Стокса для плівкової течії набуде вигляду:  
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Система (2) задовольняє такі граничні умови. На межі контакту газ - 
рідина при y = 0 має місце рівність дотичних напруг: 
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∂
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y
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∂
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 де τ0x = τ0  cos α ;    τ0x = τ0 sin α . 
На стінці каналу при у = h  виконуються умови прилипання: 

u (h) =w (h) ≈0.      (4) 
Величини градієнта тиску  ∂p⁄∂x  та ∂p⁄∂z   для плівки приймають 

такими само, як і для газового потоку внаслідок малості її товщини. Для 
газового потоку 
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де dе  − еквівалентний діаметр трубопроводу, по якому рухається потік. 
Значення τ0 може бути визначене за коефіцієнтом опору cf  із залежності: 

 

(2) 

 
(3) 
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де υг− швидкість газового потоку. 
Коефіцієнт cf береться із довідника, або його можна вирахувати за 

напівемпіричними формулами. В зв’язку з тим, що є виконані у великій 
кількості  експериментальні дослідження щодо визначення питомого 
коефіцієнта  опору λ (коефіцієнт Дарсі), для практичних розрахунків 
величини cf , мабуть, найзручніше буде скористатися зв'язком 
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і формулою (6). 
Розв’язок рівнянь (2) має вигляд: 

µ· u = -
2

1
·Ay2 + φ1(x,z)y + φ2 (x,z)  

μ·w = - 
2

1
·By2 + ψ1(x,z)y + ψ2 (x,z)  

 

Тут А = рg sinβ – ∂p/∂x; B ═ – ∂p/∂z. 
Функції φ1, φ2, ψ1, ψ2  з'явились внаслідок того, що рівняння (2) є 

диференційними рівняннями в частинних похідних. Визначимо їх з 
граничних умов.  

Використовуючи граничні умови (3), знаходимо: 
 

φ1 (x,z)=-τ0x , 
      ψ1(x,z)=-τ0z . 
 
Взагалі, дотичне напруження може бути функцією від x, z. В такому 

випадку величина τ0  буде входити в рівняння (9) як параметр. Із 
граничних умов (4) знаходимо: 
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Тут величини β, ∂p⁄∂x  та ∂p⁄∂z  , h  і τ0 можуть залежати від 
координат x, z  і тому складові швидкості u, w також будуть залежати від 
координат x, z  як від параметрів. 

Остаточно компоненти швидкості запишуться так: 

u

γ sin β⋅

dp

dx
−

2μ
h
2

y
2

−( ) τ 0 cos α

μ
h y−( )+

 

w

dp−

dz

2μ
h
2

y
2

−( ) τ0 sinα⋅

μ
h y−( )+

 

(8) 

(9) 

(10) 

 

(11)

;

.

82



Градієнт тиску, як правило, досить малий і складовим при цьому 
множнику можна знехтувати в порівнянні з складовою при τ0. Роль 
градієнта тиску зростає в зонах, де можливий відрив потоку і τ0 близький 
до нуля. 
 Витрата рідини в напрямку осей x, z  через ділянку одиничної ширини 
визначиться формулами: 
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Запишемо вираз для складових середньої швидкості: 
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Вектор середньої швидкості буде розташований відносно осі x під 
кутом θ 
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Підставляючи в (17) вирази (15) і (16), отримаємо  
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Слід зазначити, що в'язкість рідини не входить в отриману 
залежність, і, таким чином, вектор усередненої швидкості не залежить від 
в'язкості. 

Розглянемо, як приклад, випадок стікання плівки по вертикальній 
стінці при умові,що напрям газового потоку співпадає з напрямком осі z. 

З урахуванням виразів (4), (5) і (6) залежність (18) приймає вигляд: 
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З цього рівняння видно, що член, який враховує градієнт тиску, 
викликаний тертям, в порівнянні з членом, що враховує дотичне 
напруження - малий. Дійсно, 2h/dэ «3/4, оскільки h « dэ . 
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Розрахунки зручно робити, наприклад, в маткаді [3]. На рис. 2. 

зображено результати розрахунків при, λ = 0,05, ρг = 1,2; ρр = 1000 у 
вигляді вікна програми маткада.  
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Рис. 2. Вікно з лістінгом програми маткада 

 
 

Висновки 

Як видно з розрахунку, із зменшенням товщини плівки кут нахилу 
осередненого потоку плівки перестає залежати від швидкості повітряного 
потоку над плівкою. 

ρ ã 1.2:=ã  ρ ð 1000:=ð  g 9.8:=  λ 0.05:=  i 1 10000..:=  

hi 0.0000001i⋅:=  j 1 4..:=  Uj 1 j⋅:=  Параметр i характеризує зміну 
товщини плівки від 100 
нанометрів до міліметра; j - 
змінює швидкість від 1 до 4 м/с 
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Формули (19) і (20) можна використовувати не тільки для 
визначення кута нахилу плівкової течії, а й для визначення деяких інших 
параметрів. Наприклад, вимірюючи кут і товщину плівки,із формули (21) 
можна визначити місцевий коефіцієнт тертя .  

На основі розв’язання рівнянь типу рівнянь пограничного шару для 
ламінарної течії плівки отримані аналітичні вирази для складових 
середньої швидкості і витрат. Отримана також формула для визначення 
кута нахилу опосередкованої плівкової течії.  

Отримані формули можна використовувати при розробці нових 
способів виміру параметрів плівкової течії і газового потоку. Так, 
вимірюючи кут нахилу плівкової течії,можна визначити: місцевий 
коефіцієнт опору, якщо відома товщина плівки; товщину плівки, якщо 
відомий коефіцієнт опору чи дотична напруга. Ці формули є повністю 
прийнятні при розрахунках і аналізі характеристик ламінарного режиму 
плівкової течії, що має місце у ряді конструкцій. 
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На основе решения дифференциальных уравнений Навье-Стокса 

получен угол, под которым двигается осредненное течение пленки под 
действием силы тяжести и касательных напряжений воздушного 
потока.  

Математическое моделирование, течение ламинарное 
пленки, аналитическое решение, угол наклона течения. 

 
On the basis of decision of differential equalizations of Navier-Stokes a 

corner under which the осредненное flow of tape moves under the action of 
gravity and tangent tensions of current of air is got. 

Mathematical design, a laminar flow tapes, analytical decision, 
angle of slope of flow. 
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