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Постановка проблеми. В технологічних процесах 

післязбиральної обробки зерна провідне місце займає 
термообробка. Теплова обробка зерна дозволяє не тільки 
забезпечити збереження якості зібраного зерна, а і в процесі 
післязбиральної термообробки її підвищити [1]. Розвиток, 
вдосконалення та інтенсифікація процесів теплової обробки 
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базуються на теорії теплопровідності складовою частиною якої є  
знання та аналіз теплофізичних властивостей зерноматеріалів – як 
об'єктів термообробки для вибору методів і оптимальних режимів 
процесу і на цій основі – до створення раціональної конструкції 
апаратів. Тобто, раціональне використання аналітичних 
математичних моделей теорії теплопровідності на практиці вимагає 
знання властивостей різних зерноматеріалів, які піддаються 
термообробці, а саме теплофізичних властивостей та їх кількісних 
характеристик [2]. Термічне сушіння і охолодження зерна – два 
найбільш розповсюдженні способи післязбиральної термообробки 
зерна, які здійснюються, у переважній більшості випадків, 
конвективним теплообміном. При використанні теорії 
теплопровідності [3] для моделювання конвективного теплообміну 
між зерноматеріалом і оточуючим середовищем потрібно мати 
конкретні для кожного випадку значення теплофізичних коефіцієнтів 
зерна: a – температуропровідності і  – теплопровідності. Крім їх 

мати значення коефіцієнта теплообміну . Величина коефіцієнта 
теплообміну залежить від природи нагріваючого або охолоджуючого 
середовища, температури і циркуляції середовища, температури 
поверхні зернівки, тому цей коефіцієнт найбільш складно визначати. 
Тому в розв’язках рівнянь теплопровідності математичні 
співвідношення з коефіцієнтом теплообміну замінюють 
критеріальними залежностями, зокрема критерієм Біо: 



R
Bi  ,      (1) 

де:  – коефіцієнт теплообміну між зернівкою і зовнішнім 

середовищем,  – коефіцієнт теплопровідності зернівки, R – 
еквівалентний радіус зернівки. Критерій Біо характеризує теплообмін 
між зернівкою і середовищем при конвективній теплопередачі і може 
бути визначений із критеріальних емпіричних залежностей [4].  

Аналіз останніх досліджень. Для визначення теплофізичних 
коефіцієнтів a – температуропровідності і  – теплопровідності 

існують два основні підходи. Перший (традиційний) – 
експериментальне визначення теплофізичних характеристик 
відомими методами, що базуються на вирішенні крайових задач 
теплопровідності [5]. Другий – аналітичне визначення теплофізичних 
характеристик на основі теоретичних уявлень про механізмі 
переносу теплоти в модельних структурах, характерних для 
реальних твердих тіл і дисперсних систем [6]. 

Але наявні в літературі [2, 7–9] дані по теплофізичним 
характеристикам зерноматеріалів отримані за переліченими 
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методами суттєво відрізняються, причому різниця в значеннях може 
досягати 50%. 

Тому метою наших досліджень було розробити методику 
визначення теплофізичних коефіцієнтів в розв’язках рівняння 
теплопровідності (для випадку конвективного теплообміну) при 
мінімально можливих для цього ресурсних затратах і максимально 
простих експериментальних дослідженнях, що з достатньою 
точністю дозволять ідентифікувати процеси теплової обробки 
зерноматеріалів. 

Результати досліджень. Форму зернівки приймемо у вигляді 
кулі (що особливо актуально для бобових культур), еквівалентний 
радіус якої, визначаємо, як радіус кулі, що має об’єм рівний об’єму 
середньої (за масою) частинки: 

3
6

2

1



V
Re


 ,     (2) 

де: mnGV  /  – об’єм однієї зернівки; G і n – відповідно маса 

довільної наважки зернівок і кількість зернівок в наважці, m – 
середня густина зернівок. 

Теплообмін між зернівкою і середовищем розглядаємо за 
законом конвекції. Отримаємо задачу теплообміну при граничних 
умовах ІІІ роду. Запишемо диференціальне рівняння 
теплопровідності для кулі: 
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Початкові і граничні умови для конвективного теплообміну такі: 
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Задача охолодження кулі за законом конвекції  при початковому 

розподілі температури t(r,0)=f(r) при граничних умовах ІІІ роду буде 
мати рішення [2]: 

2

2

1 0

1 )sin()(

)sin(

)cos()sin(

2
),( R

a

n

R

n

n

nnn

n
c

n

edr
R

r
rfr

Rr

R

r

trt

















  





 , (5) 

де: f1(r) – певна функція, що визначається із співвідношення:  

ctrfrf  )()(1      (6) 

де: tc – температура оточуючого середовища (повітря). 
Якщо температура зернівки в початковий момент часу не 

залежить від r: 
consttrfrt  0)()0,(

     (7) 
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то інтеграл у формулі (5) може бути знайденим і вона запишеться у 
вигляді: 
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У формулах (5), (8) 
n  визначається з характеристичного 

рівняння: 
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Для визначення зміни середньої температури зернівки 
скористаємося заліжністю: 
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Якщо підставити (8) в (10) і тригонометричні функції замінити 

через n і критерій Біо відповідно до характеристичного рівняння (9) 
то після інтегрування отримаємо [2]: 
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Зміну середньої температури зернівки за часом (кінетику 
охолодження чи нагрівання) нескладно визначити 
експериментально. Для використання експериментальних точок 
визначеної кінетики охолодження (нагрівання) зернівки в процесі 
пошуку невідомих теплофізичних коефіцієнтів (а – 

температуропровідності і критерію Біо) в рівнянні (11) за алгоритмом 
Левенберга-Макварда, апроксимуємо емпіричними залежностями 
розв’язки 61    трансцендентного рівняння (9). Чисельні розв’язки 

рівняння (9) отримувались у математичному пакеті Mathcad 14, 
рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Визначення коренів характеристичного рівняння (9) в 

математичному пакеті Mathcad. 
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Для 
1  після проведених числових експериментів з різними 

апроксимуючими математичними структурами в пакеті Statistica 10 
визначена емпірична залежність з найвищим рівнем множинної 
кореляції (R=0,99981) виду: 

3

2101

b
BibBibb   ,    (12) 

де: коефіцієнти: b0= –0,090821, b1= –0,27041, b2= –1,924477, 
b3=0,461608, Bi=0,0210,5. Графічна ілюстрація проведеної 
апроксимації наведена на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Графічна ілюстрація апроксимації (♦ – 1 – точки в яких 

значення 1  є чисельними розв’язками рівняння (9), 2 – графік 

апроксимуючої залежності (12)). 
 
Для 62    апроксимуючі залежності від критерію Біо визначимо 

у вигляді поліному другого степеня: 
2

210 BibBibb  .     (13) 

Значення коефіцієнтів залежності (13) визначалися у пакеті 
Statistica 10 і наведені у табл. 1. 

 
1. 

 b0 b1 b2 

R (коефіцієнт 
множинної 
кореляції) 

2 4,49427 0,228132 -0,0108 0,9998 

3 7,72303 0,136715 -0,00428 0,9999 

4 10,90255 0,09611 -0,00206 0,9999 

5 14,06520 0,07373 -0,00112 0,9999 

6 17,22012 0,05973 -0,00067 0,9999 
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Визначені залежності 
61    від Ві підставимо в залежність (11) і 

за допомогою вбудованої функції genfit у математичному пакеті 
Mathcad, що реалізовує алгоритм Левенберга-Маквардта, визначимо 
значення Ві та а при яких залежність (11) буде найбільш точно 
описувати набір заданих експериментальних точок. Початкові 
апріорні приблизні значення а і Ві для заданих технологічних 
параметрів процесу нагріву (охолодження) беремо з літературних 
джерел. Екранний фрагмент розрахунків а і Ві за формулами (11) – 
(13) в пакеті Mathcad зображено на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Екранний фрагмент реалізації функції genfit у 

математичному пакеті Mathcad для визначення коефіцієнту 
температуропровідності а і критерію Ві. 

 
Підставляючи отримані значення а і Ві у формулу (11) 

отримаємо аналітичну залежність зміни температури зернівки, 
рис. 4. Якщо у формулу (11) підставити отримане значення 
коефіцієнта температуропровідності – а, а замість Ві підставити 

залежність (1) то за наведеною методикою можна знайти 
коефіцієнти  – теплопровідності зернівки і  – теплообміну між 
зернівкою і зовнішнім середовищем, рис. 5. 
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Рис. 4. Зміна середньої температури зернівки (1 – 

експериментальні дані, 2 – аналітична крива отримана за формулою 
(11)). 

 
Рис. 5. Екранний фрагмент реалізації функції genfit у 

математичному пакеті Mathcad для визначення коефіцієнтів 
теплопровідності –  і теплообміну – . 
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Маючи визначені теплофізичні коефіцієнти за наведеною 
методикою знайдемо температурне поле зернівки в процесі 
охолодження за формулами (8), (12), (13) рис. 6 і рис. 7. 

 

 
Рис. 6. Розподіл температури в зернівці в процесі охолодження 

(1 – R=0.0038 м – поверхня зернівки, 2 – R=0.0036 м, 3 – середня 
температура зернівки, 4 – R=0.0019 м, 5 – R=0.0001 м – центр 
зернівки). 

 

 
Рис. 7. Температурне поле зернівки. 

 
Висновки 

Отримана методика визначення теплофізичних коефіцієнтів у 
розв’язках рівнянь теорії теплопровідності дозволяє ідентифікувати 
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експериментально-аналітичним методом процеси термообробки 
зерноматеріалів з достатньою точністю для інженерних розрахунків.  

Використання у розрахунках теплових процесів аналітичних 
математичних моделей дозволяє застосовувати ці моделі для 
широкого спектру зерноматеріалів і умов проведення термообробки. 
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Аннотация. Разработана методика определения 

теплофизических коэффициентов в решениях уравнения 
теплопроводности при граничных условиях ІІІ рода 
экспериментальных данных кинетики нагрева зерновки. 

Ключевые слова: термообработка зерна, теплофи-
зические коэффициенты, аппроксимация, распределение тем-
пературы 

 
Annotation. Developed method of determining the physical 

characteristics in the heat equation with boundary conditions of three 
kinds of experimental data of kinetics of heating caryopses. 

Key words: heat treatment of grain, thermal coefficients, 
approximation, temperature distribution 
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