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Вона є базовою для побудови зон стійкості розв'язку рівняння (13). Без 
особливих труднощів наведену методику можна перенести і на випадок полі-
гармонічного збурення. Для нього, відповідно до принципу одночастотності ко-
ливань у нелінійних системах, домінуючий вплив будуть мати гармоніки, часто-
та котрих є близькою до частоти власних коливань або пов'язана із нею раці-
ональною залежністю. 

Висновки: а) із зростанням швидкості руху гусеничного обводу ширина 
резонансної зони збільшується; б) величина коефіцієнта нелінійної складової 
відновлювальної сили впливає на кут нахилу резонансних кривих до осі α ; в) 
коефіцієнт параметричного збурення γ  впливає на ширину резонансної зони 
подібно, як і швидкість поздовжнього руху гнучкого елемента: із збільшенням 
коефіцієнта γ  її ширина зростає. 
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Верхола И.И., Сенык А.П., Чаган Ю.А. Анализ устойчивости нели-
нейных колебаний гусеничного обвода 

Исследовано влияние сменной силы натяжения, скорости продольного движе-
ния на устойчивость колебаний продольно-подвижного гусеничного обвода. Получе-
ны соотношения, которые определяют зоны их устойчивости (неустойчивости) и 
проведен анализ влияния скорости продольного движения на их конфигурацию. 

Ключевые слова: гусеничный обвод, гибкий элемент, зоны устойчивости, ам-
плитуда колебаний. 

Verhola I.I., Senyk A.P., Chagan Yu.A. Buckling analysis of nonlinear os-
cillations of caterpillar outline 

Effect of replaceable force of tension, speed of longitudinal motion on stability of os-
cillations of longitudinal-mobile caterpillar outline is probed. It is received ratio which de-
termine zones of their stability (instability) and the analysis of effect of speed of longitudi-
nal motion on their configuration is carried out. 

Keywords: caterpillar outline, flexible element, stability zones, oscillation frequency. 
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ВИЗНАЧЕННЯ РІВНОВАЖНОГО ЗВОЛОЖЕННЯ ТА ВЛАСНОЇ  
ПРОНИКНОСТІ ПОРИСТОГО МАТЕРІАЛУ НА ОСНОВІ 
ІЗОТЕРМ СОРБЦІЇ АБО КРИВИХ ЗАТРИМКИ ВОЛОГИ 
У рамках формалізму об'ємного усереднення переглянуто основні співвідно-

шення фізики поверхні для пористого зволоженого матеріалу. Сформульовано умови 
рівноваги між рідиною і газом у пористому матеріалі. Означено функцію розподілу 
розміру пор за радіусом. Відповідно до експериментальних даних, розраховано за-
лежність відносних проникностей рідини та газу у пористому матеріалі від ступеня 
насичення пор рідиною. З допомогою порівняльного аналізу напівемпіричних моде-
лей зволоження запропоновано метод визначення власної проникності твердої фази 
та рівноважного зволоження у пористому матеріалі. 

Ключові слова: пористі матеріали, адсорбція, капілярні явища, дифузія рідин 
та газів. 

Вступ. У зв'язку з математичним моделюванням тепломасообмінних 
процесів у пористих зволожених середовищах виникає необхідність адекватно-
го опису дифузійних явищ, природа яких залежить від структури матеріалу та 
властивостей його складових або компонeнт. У теорії осушування такі дифу-
зійні явища описуються системою балансових рівнянь тепла і маси у частинних 
похідних з відповідними граничними умовами, які визначають характер перебі-
гу процесів у внутрішніх областях пористого зволоженого матеріалу. На цей 
час розвиваються два протилежні підходи до опису процесів тепломасообміну у 
пористих матеріалах на основі моделей осушування – феноменологічний Лико-
ва [1] та теоретичний Вайтекера [2]. Згідно з феноменологічним підходом [1], 
коефіцієнти дифузії у балансових рівняннях тепла і маси приймаються пос-
тійними величинами, тому виникає науковий інтерес у розрахунку таких коефі-
цієнтів залежно від структури пористого матеріалу та вагового вмісту складо-
вих (компонент). Приклад визначення таких коефіцієнтів наведено у роботі [3] 
згідно з комірковою моделлю для матеріалу деревини. Оскільки відтворення 
структурних властивостей пористого матеріалу є окремою науковою пробле-
мою, яка розв'язується методами теорії перколяції [4] детерміністичної або сто-
хастичної геометрії [5], для розрахунку тепломасообмінних процесів оптималь-
ною з точки зору прикладного застосування є теорія осушування Вайтекера [2], 
яка базується на методах теорії просторового (об'ємного) усереднення. Визна-
чальні рівняння теорії осушування Вайтекера [2] містять пов'язані між собою 
згідно з законами збереження маси, імпульсу та енергії просторово усереднені 
величини та конститутивні рівняння, які описують властивості пористого зволо-
женого матеріалу. До складу цих рівнянь входять ефективні або усереднені ха-
рактеристики пористого зволоженого середовища, за допомогою яких останнє 
можна розглядати як неперервний матеріальний континуум. 

У рамках теорії просторового усереднення у роботі [6] записано рівнян-
ня електродинаміки, за допомогою яких на основі порівняльного аналізу різних 
моделей композитних матеріалів запропоновано методику розрахунку ефектив-
ної комплексної діелектричної проникності пористого зволоженого середови-
ща. Показано, що така ефективна характеристика матеріалу є функцією 
об'ємних часток фаз, які неперервно змінюються в об'ємі пористого зволожено-
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го тіла та параметрів, які відображають вплив зовнішніх факторів (у цьому ви-
падку частоти зовнішнього електромагнітного поля). Для твердого недеформо-
ваного скелету структура пористого матеріалу задається пористістю, а вміст во-
логи у ньому – насиченням пор рідиною. Зрозуміло, що пористість, як параметр 
структури, не описує переміщення фаз у матеріалі, спричинене гідродинаміч-
ним рухом складових (рідини або газу). Тому для означення дифузійних власти-
востей пористого матеріалу необхідно вводити додаткові структурні параметри, 
серед яких важливими є власна проникність скелету та фактор звивистості [7]. 

У цій роботі в рамках просторового усереднення зроблено спробу уза-
гальнення та надання змісту основним співвідношенням фізики поверхні та рів-
новажної термодинаміки неоднорідного багатофазного (багатокомпонентного) 
середовища з точки зору прикладного застосування до отриманих експеримен-
тально сорбційних або дренажних характеристик пористого матеріалу. Значна 
увага приділяється зв'язку наведених співвідношень з структурою пористого 
матеріалу. Для цього вводяться нормована функція розподілу розміру пор за ра-
діусом та власна проникність скелету пористого матеріалу. Динаміка руху ріди-
ни та газу у пористому матеріалі розглядається згідно з узагальненим законом 
Дарсі (D'Arcy) [13], з якого безпосередньо випливає умова рівноваги фаз у по-
ристому зволоженому матеріалі. 

Доцільність переглянутих та описаних у роботі теоретичних та експери-
ментальних даних обґрунтовується необхідністю встановлення початкових 
умов за чисельного розв'язування балансових рівнянь темпломасообміну для 
зволоженого пористого матеріалу та значними розбіжностями у числових зна-
ченнях власної проникності скелету згідно експериментальних методів дослі-
джень [8]. Тому запропоновано уніфікований підхід для визначення рівноваж-
ного зволоження та власної проникності скелету на основі типової залежності 
насичення пор рідиною від середнього радіуса кривизни меніску між рідиною 
та газом для мезоскопічного пористого матеріалу. 

Огляд проблеми. Згідно з методом просторового усереднення [6], фі-
зичні властивості зволоженого пористого середовища описують за допомогою 
ефективних або усереднених величин, які є однозначними функціями неперер-
вних фазових об'ємних характеристик. Останні вводяться при розгляді елемен-
тарного об'єму усереднення REVV∆  (REV – Representative Elementary Volume) 
(рис. 1) ( REVV V∆ = ∆∑ α

α
, тут V∆ α  – об'єм α -фази, { , , }s l g=α  – індекс, який від-

повідає послідовно твердій ( s ), рідкій ( l ) і газоподібній ( g ) фазам) на основі 
об'ємних часток фаз / REVV V= ∆ ∆α αθ  ( 1=∑ α

α
θ ). 
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У такий спосіб визначається пористість φ  

 1    ( 1 )l g s
l g s

REV REV

V V V
V V

∆ + ∆ ∆
= = − = + = −

∆ ∆
φ φ θ θ θ   (1) 

та ступені насичення пор рідиною lS  та газом gS  

        ( 1)l g
l g l g

l g l g

V VS S S S
V V V V
∆ ∆

= = + =
∆ + ∆ ∆ + ∆

.  (2) 

З виразів (1) та (2) випливає, що лише величини φ  та lS  є незалежними 
характеристиками, оскільки 
 1        (1 )s l l g lS S= − = = −θ φ θ φ θ φ . (3) 

Відповідно до теорії осушування Вайтекера (Whitaker) [2] та рівняння 
Юнга-Лапласа (Young-Laplace) [9] в межах REV для усереднених величин вико-
нується просте співвідношення 

 2
c g lp p p

r
= − =

σ , (4) 

де: cp  – капілярний тиск, якому на умовній поверхні розділу фаз рідина та 
газ відповідає радіус меніску r , lp  і gp  – тиск у рідкій та газоподібній 
фазі, σ  – коефіцієнт поверхневого натягу. 

Використовуючи принцип локальної термічної рівноваги [2] ( T T=α , 
тут { , , }s l g=α , Tα  – усереднена температура α -фази, а T  – рівноважна темпе-
ратура), опишемо термодинамічний стан рідини та водяної пари в межах REV з 
допомогою співвідношень Гіббса-Дюгемана (Gibbs – Duhem) [11] 

 

1 0

1 0

g

l l l
l

RTs dT d p d x d
M x

s dT d p d

+ + − =

+ − =

ν ν ν
ν ν ν

µ
ρ

µ
ρ

, (5) 

де: /s S m= ∆α α α , де { , }l=α ν  – питома ентропія, /m V= ∆ ∆α α αρ  – густина, 
/G m= ∆α α αµ  – хімічний потенціал α -фази (компоненти), Gα  і Sα  – енергія 

Гіббса та ентропія, m∆ α  – маса α -складової (рідини ( l ) або водяної пари 
(ν )), / gx p p=ν ν  – молярна частка водяної пари, pν  та gp  – парціаль-
ний тиск ненасиченої водяної пари та газової суміші відповідно. 

Оскільки в стані термодинамічної рівноваги хімічні потенціали рівні 
l= =νµ µ µ  і температура T  в межах REV є постійними величинами, то на 

основі співвідношень (4) та (5) з врахуванням рівняння стану /gM p RT=ν νρ  
отримуємо 

 1 11 2lRT x
d p d x x d

M p x r
   
− − =      

   

ν
ν ν ν

ν ν ν

ρ
σ .  (6) 
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Для реальних газів, зокрема для суміші сухого повітря і водяної пари 
[12], молярна частка водяної пари xν  є відомою функцією парціального тиску 
pν  і температури T  згідно з рівнянням стану ( , )x f p T=ν ν . При спрощено-

му розгляді у наближенні 1x ≅ν  ( sp p≤ν ν , де ( )s sp p T=ν ν  – тиск насиченої 
водяної пари), інтегруючи рівняння (6) з граничною умовою, яка враховує, що 
тиску насиченої водяної пари spν  відповідає в середньому плоска ( r →∞ ) по-
верхня розділу між рідиною і водяною парою ( 0cp = ), отримуємо співвідно-
шення Кельвіна (Kelvin) [9] 

 2 l
c

RTp Ln
r M

 = = − + 
ν

σ ρ ϕ δ , (7) 

де: / sp p= ν νϕ  – відносна вологість водяної пари, sp p= −ν νδ  – малий 
відносно першого доданку параметр. 

Припустимо, що REV вільно позиціонує в межах макроскопічного 
об'єму V  пористого матеріалу. Згідно зі співвідношеннями (3), означивши се-
редню для матеріалу пористість φ , можна стверджувати 

 ( )1( ) l

REV

V r
S r

V
=

∆φ
, (8) 

де S  і lV  – усереднені за макрооб'ємом V  ступінь насичення пор рідиною 
і об'єм рідкої фази в межах REV, яким відповідає середній радіус меніску r . 

Типовий приклад залежності ( )S f r=  для мезоскопічного пористого 
матеріалу (рис. 2) отримуємо на основі експериментально визначених кривих 
ізотерм сорбції [9] ( )W f= ϕ , де: /l sW S= φ ρ ρ  – вологовміст ( sρ  і lρ  – від-
повідно густини твердої і рідкої фаз) або дренажних кривих затримки (вивіль-
нення) вологи [10] ( )h f S= , де /l lh p g= ρ  – гідравлічний напір рідини у по-
ристому матеріалі ( g  – прискорення вільного падіння), застосувавши співвідно-
шення (4) та (7) при переході до змінних S  та r . 

 
Рис. 2. Залежність ( )S f r=  для мезоскопічного пористого матеріалу 

Треба зауважити, що 
min

lim ( )l ir
r r

V r V
→

= , де irV  – залишковий об'єм рід-

кої фази, який відповідає абсорбованій до поверхні твердого скелету воді (bo-
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und water). Таку воду природнім способом неможливо видалити з пористого ма-
теріалу. Оскільки 

max
lim ( ) /l REV cr
r r

V r V S
→

∆ = φ , то згідно зі співвідношенням 

(8) отримуємо: ir crS S S≤ ≤ , де 1 /ir ir REVS V V= ∆
φ

 та crS  – відповідно залишко-

вий та критичний ( 1crS ≅ ) ступені насичення пор рідиною. Враховуючи, що при 
minr r→  і maxr r→  маємо ( ) / 0S r r∂ ∂ → , на основі літератури [13] вво-

димо нормовану функцію розподілу розміру пор за радіусом 

 
max

min

( )1( )      ( ( ) 1)
r

cr ir r

S r
r r r d r

S S r
∂

Φ = Φ =
− ∂ ∫ , (9) 

а також ефективне насичення θ  пор рідиною 

 
min

( )    (0 1)
r

ir

cr ir r

S S
r d r

S S
−

Θ = = Φ ≤ Θ ≤
− ∫ . (10) 

Згідно з рис. 2 точка перетину дотичної до залежності ( )S f r=  при 

половинному насиченні пор рідиною ( 1/ 2S = ) з віссю абсцис у границі 

1S →  дає змогу отримати наближене значення так званого бульбашкового 
тиску (bubble pressure): 2 /b bp r≅ σ , де br  – середній радіус меніску відок-
ремлених бульбашок газу при неперервному заповненні пор рідиною. Даний 
тиск обґрунтовує означення критичного насичення crS  і дає підставу стверджу-
вати, що згідно з (7) маємо:

1
lim c bp p
→

≅ =
ϕ

δ . Тим не менше, у більшості прик-

ладних досліджень приймають 0.=δ  У такому випадку у співвідношеннях (9) і 
(10) встановлюють 1crS = , а ділянки min0 r r≤ <  та br r>  на графічній залеж-
ності ( )S f r=  аналітично продовжують (див. рис. 2, штриховані лінії) з ме-
тою виконання граничних умов lim

ir
c

S S
p

→
= ∞  та 

1
lim 0c
S

p
→

= . 

Закон Дарсі (Darcy). Насичений рух рідини у пористому матеріалі. 
Власна проникність скелету. Рівняння Кармана-Козені (Carman – Kozeny). 
Досліджуючи потік рідини вздовж вертикальної труби, яка заповнена сферич-
ними частинками піску під впливом гравітаційної сили, Дарсі (Darcy) [14] вста-
новив: /l lQ K A h L= − ∆ , де: lQ  – об'ємний потік рідини, h∆  – різниця гідравліч-
ного напору рідини у манометрах, відстань між якими становить L , A  – площа 
поперечного перерізу труби, lK  – коефіцієнт пропорційності, який відповідає 
гідравлічній провідності рідини у піску. 

В одновимірному плоскому випадку при повному насичені пор рідиною 
( 0gp =  та 1S = ) закон Дарсі [14] можна узагальнити. Для цього означимо 
відносну по відношенню до скелету пористого матеріалу швидкість рідини (su-
perficial velocity) [13] l su v v= −  (тут lv  і sv  – усереднені швидкості рід-
кої та твердої фази) згідно з співвідношенням /lU Q A u= = φ , де: lU  – абсо-
лютна швидкість рідини (specific discharge), а φ  – усереднена пористість мате-
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ріалу. Оскільки /c lh p g= ρ , де cp  – усереднений капілярний тиск, то у ви-
падку нерухомої ( 0sv = ) твердої фази для нескінченно малих приростів дов-
жини L  отримуємо: 

 c cl s
l l

l l

p pK kU v
g x x
∂ ∂

= == − = −
∂ ∂

φ
ρ µ

,  (11) 

де: l l
s

l

Kk
g

=
µ

ρ
 – власна проникність (іntrinsic permeability) скелету пористого 

матеріалу, lµ  – динамічна в'язкість рідини. Власна проникність є абсолют-
ною характеристикою скелету пористого матеріалу, на що вказує відоме у лі-
тературі рівняння Кармана-Козені (Carman-Kozeny) [16] 

 
2 2

0 3
(1 )

l l l
hg U
L

−∆
= −

φ
ρ α ψ τµ

φ
, (12) 

де: /s sA V=ψ  – питома поверхня твердої фази ( sA  і sV  – сумарні площа по-
верхні та об'єм твердої фази), /eL L=τ  – кривизна (звивистість) капілярів у 
порах ( eL  – середня довжина траєкторії, яку реально долає частинка рідини у 
пористому матеріалі між двома паралельними площинами перпендикулярни-
ми прямолінійному відрізку L ), а 0α  – константа, яка залежить від форми і 
властивостей скелету пористого матеріалу. 

При моделюванні скелету пористого матеріалу з допомогою сферичних 
частинок еквівалентного діаметра d  [16] маємо 6 / d=ψ . Порівнюючи спів-
відношення (12) з законом Дарсі (Darcy) [14], отримуємо 

 
3 2

2
0

1
36 (1 )s

d
k =

−
φ

α φ τ
 (13) 

де φ  – усереднена пористість. 
Ненасичений рух рідини у пористому матеріалі. Наближення Leve-

rett. Умови статичної рівноваги. В умовах ненасиченого плоского потоку рі-
дини у пористому матеріалі згідно з літературою [13] введемо абсолютні швид-
кості рідини l lU S u=φ  та газу (1 )g gU S u= −φ , де l l su v v= −  та 

g g su v v= −  – усереднені швидкості рідини та газу відносно скелету. У ви-
падку нерухомого скелету ( 0sv = ), по аналогії до співвідношення (11) узагаль-
нений закон Дарсі (Darcy) [10] матиме вигляд 

 

( ) ( )

( ) ( )
(1 )

l l s rl l
l l

l l

g gg s rg
g g

g g

K S p k k S p
U S v

g x x
p pK S k k S

U S v
g x x

∂ ∂
= == − = −

∂ ∂

∂ ∂
= − == − = −

∂ ∂

φ
ρ µ

φ
ρ µ

, (14) 

тут ( )
( )r

s

k S
k S

k
= α

α , де { , }l g= −α  – відносні проникності α -фази, які згідно з 
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[10], задовольняють умову0 ( ) 1rk S≤ ≤α , ( )
( )

K S
k S

g
= α α

α
α

µ
ρ

 – відповідні аб-

солютні проникності та ( )K Sα  – гідравлічні провідності матеріалу. 
Аналізуючи узагальнені закони руху рідини (11) та (14) для насиченого 

чи ненасиченого пористого матеріалу, приходимо до висновку, що згідно з відо-
мим рівнянням стану ( , )x f p T=ν ν  ( /gp p x= ν ν ) та співвідношенням (4) 
знання базової залежності ( )cp f S=  у довільній макроскопічній частині зво-
ложеного пористого матеріалу є необхідним і достатнім при описі ізотермічних 
процесів дифузій рідкої (wetting – змочуваної) та газоподібної (non-wetting – не 
змочуваної) фази. На це вказує відоме з літератури наближення Леверетт (Leve-
rett) [15], яке отримуємо з наступних міркувань. Припустимо, що пористий ма-
теріал розглядається, як сукупність капілярів з середнім діаметром d . Тоді, у 
співвідношенні (12) 4 / d=ψ  [16], де 4 cos / cd p= σ θ , тут θ  – кут змочу-
вання між рідиною і газом у капілярі. Звідси, подібно до співвідношення (13), 
отримуємо 

 
0

1 cos
1

c sp k
=

−
φ

θ
σ φ φα τ

. (15) 

Оскільки cos ( )f S=θ , то на основі (15) отримуємо безрозмірну J - 
функцію Леверетт (Leverett) [15], яка однозначно характеризує процес затримки 
(вивільнення) вологи для заданого пористого матеріалу 

 ( )
( ) c sp S kJ S =

σ φ
, (16) 

тут sk  – власна проникність матеріалу, φ  – середня пористість, а σ  – коефі-
цієнт поверхневого натягу. 

Варто зауважити, що статичний (рівноважний) стан рідини у пористому 
матеріалі отримуємо, коли у співвідношеннях (14) покладемо 0l gU U= = . Такий 
стан реалізується при рівноважному значенні зволоження матеріалу eqvS , яке 
згідно з (4) визначаємо з умови ( ) 0l eqvp S = . Тоді маємо ( )c eqv ambp S P= , де 
ambP  – тиск пароповітряної газової суміші у зовнішньому середовищі. 

Відносні проникності рідини та газу. Порівняльний аналіз моделей 
вивільнення або затримки вологи. Згідно зі статистичною моделлю [13], зап-
ропоновано такі вирази для розрахунку відносних проникностей змочуваної 
(рідкої) rlk  та не змочуваної (газоподібної) rgk  фази у співвідношеннях (14) для 
узагальненого закону Дарсі (Darcy) [8]: 

 

max

min
max max

min min

( )( )
( )     ( ) (1 )

( ) ( )

rr

rr
rl rgr r

r r

r r d rr r d r
k S k S

r r d r r r d r

ΦΦ
=Θ = −Θ

Φ Φ

∫∫

∫ ∫

κ ζ ,  (17) 
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де: ( )rΦ  – функція розподілу розміру пор за ефективним радіусом r  (9), 
Θ  – ефективне насичення пор рідиною (10), а κ  і ζ  – експериментальні па-
раметри [13], які відображають відповідно взаємозв'язок між розміром пор і 
звивистістю (кривизною) траєкторії руху для частинок рідини та газу у по-
ристому ненасиченому зволоженому середовищі. 

Співвідношення (17) можна легко узагальнити на випадок довільної за-
лежності ( ) ( )c cp p f S= Θ ≡ , де ( )SΘ = Θ  – ефективне насичення, яке відпо-
відає реальній моделі вивільнення або затримки вологи у пористому матеріалі. 
Для цього врахуємо, що згідно з формулами (10) та (4) ( )r d r dΦ = Θ , а 

2 / cr p= σ . Тоді, при заміні змінних ( )r S− > Θ  ( min ( ) 0irr S− > Θ ≡  та 
max ( ) 1crr S− > Θ ≡ ) отримуємо: 

 

1

1/ 2 1/30
1 1

0 0

1/ ( ) 1/ ( ))
( )     ( ) (1 )

1/ ( ) 1/ ( )

c c

rl rg

c c

p x dx p x dx
k k

p x dx p x dx

Θ

Θ

      
Θ = Θ Θ = −Θ

      

∫ ∫

∫ ∫
,  (18) 

де згідно з дослідженнями Мюалем (Mualem) [17] та Лакнер (Luckner) [18] у 
виразах (17) прийнято 1/ 2=κ  та 1/ 3=ζ . 

На цей час найпоширенішими для опису експериментальних залежнос-
тей вивільнення чи затримки вологи ( )cp f S=  у пористих тілах є напівемпі-
ричні модельні наближення Брукс-Корей (Brooks – Corey) [19] та Генутчен (van 
Genuchten) [20]. Такі наближення добре узгоджуються з даними по розподілу 
середніх значень ступеня насичення пор рідиною S  за радіусом r  для скін-
ченого об'єму мезоскопічного пористого матеріалу (рис. 2). 

Згідно з моделлю Брукс-Корей [19], маємо 

 1 ,  ( 1)c
c

p
p

 
Θ = ≥ 

  

λ

α
α

, (19) 

де: λ  – безрозмірний параметр, який відповідає нахилу кривої на залежності 
( )S f r=  при половинному насиченні пор рідиною 1/ 2S = , відомий у лі-

тературі [13] під назвою індексу розподілу пор за розміром (pore size distribu-
tion index); α  – параметр, який підлягає визначенню. 

Згідно моделі Генутчен [20] маємо 

 1
1 ( )

n

m
cp

 
Θ =  

+  α
, (20) 

тут m  і n  – емпіричні параметри. 
Підставляючи залежності ( )c cp p= Θ , визначені з виразів (19) та (20) 

у співвідношення (18), внаслідок інтегрування отримуємо для моделі Брукс-Ко-
рей (Brooks – Corey) [19]: 
 5/ 2 2 / 1/3 2(1 1/ )( )      ( )  (1 ) 1rl rgk k+ + Θ = Θ Θ = −Θ −Θ 

λ λ , (21) 
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та моделі Генутчен (van Genuchten) [20] 

 2 21/ 2 1/ m 1/3 1/( )  1-(1- )     ( )  (1 ) 1
mm m

rl rgk k   Θ = Θ Θ Θ = −Θ −Θ    ,  (22) 

де 1 1/m n= −  – співвідношення, яке задовільняє необхідну умову існування 
інтегралу. 

При 1cp <<α  моделі Брукс-Корей (19) та Генутчен (20) співпадають, 
звідки випливає 1mn n= = −λ . Емпіричний параметр m  для моделі (20) знаходи-
мо на основі співвідношення / /c cp S p r S r∂ ∂ = − ∂ ∂  згідно з розподі-
лом ( )S f r=  (рис. 2), звідки відповідно до формул (20) та (9) отримуємо 

 1/( ) (1 )
1

mmr
m

Φ = Θ −Θ
−

, (23) 

де ( ) ( )S f rΘ =Θ ≡  – відома функція середнього радіусу r . 
Параметр α  у співвідношеннях (19) та (20) доцільно ввести при поло-

винному насиченні пор рідиною, коли 1/ 2S = . Тоді на основі моделі Генутчен 
[20] отримуємо 

 

11/11/1 1 1 1
2

mmmm
cr ir

c ir

r S S
p S S

−
−     −    = − = −     Θ  −       

α
σ

, (24) 

де: 2 /cp r= σ  – капілярний тиск, а r  – середній радіус меніска при поло-

винному насиченні S  пор рідиною. 
Згідно зі співвідношеннями (19) та (24) в рамках моделі Брукс-Корей 

[19] неважко на прикладі реальної залежності ( )S f r=  (рис. 2) переконатися 

в тому, що ( )cp J S=α , де [ ](1 ) /( ) 1/ m mJ S −= Θ  – J -Leveret функція (16). Ос-
кільки 1/ bp=α , де bp  – бульбашковий тиск, то власна проникність sk  по-
ристого матеріалу 

 
2

2 2
2s

b
k

p
= =

σφ α σ φ , (25) 

тут φ  – середня пористість, а σ  – коефіцієнт поверхневого натягу. 
Результати досліджень. На рис. 3 зображено експериментально визна-

чені [21] залежності ( )S f r=  для керамічної цегли з місцевості San Marco 
(Venetian) ( 0, 46=φ ) у двох модифікаціях відносно середньої пористості φ : 
modA – 0, 4=φ  та modB – 0,52=φ . 

На основі даних кривих та співвідношень (23) і (24), згідно з модельним 
описом Генутчен (20), встановлено, що для основного матеріалу при 0.015irS =  
(рис. 3) маємо 0.67m =  та 102.9 bp kPa= , а для двох модифікацій: modA 
( 0.01irS = ) – 0.72m =  і 136.7 bp kPa=  та modB ( 0.02irS = ) – 0.61m =  і 

77.5 bp kPa= . Згідно співвідношень (16) і (25) та розрахованих модельних па-
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раметрів m  та α , де 1/ bp=α  для функції розподілу ( )rΦ  (23) та J  – Leverett 

функції (16) – ( )11/( ) 1/ ( ) 1
mmJ S S

−
 = Θ −   отримано залежності зображені на 

рис. 4 та рис. 5 відповідно 

 
Рис. 3. Залежність ( )S f r=  для керамічної цегли  

з місцевості San Marco (Venetian) 

 
Графічні залежності відносних проникностей рідкої rlk  та газоподібної 

rgk  фаз від середнього насичення S  пор рідиною, розраховані за співвідно-
шенням (22), зображено на рис. 6. 

 
Рис. 6. Відносні проникності рідкої rlk  та газоподібної rgk  фаз 
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Визначені за співвідношенням (25) власні проникності для основного 
матеріалу 13 22, 29 10  msk −= ×  і двох модифікацій 13 21,13 10  msk −= ×  (modA) та 

13 24,57 10  msk −= ×  (modB) дають підставу стверджувати, що рівноважні зволо-
ження матеріалу, які знаходимо згідно з формулою (20) та за умови статичної 
рівноваги (див. розділ "Ненасичений рух рідини у пористому матеріалі. Набли-
ження Леверетт. Умови статичної рівноваги") співпадають з максимумами фун-
кції розподілу ( )rΦ  (рис. 4) і приймають значення 0,64eqvS =  – основний ма-
теріал ( 0, 46=φ ) та 0,82eqvS =  – modA ( 0, 4=φ ) і 0,51eqvS =  – modB 
( 0,52=φ ) відповідно. 

Висновки. Отримані на основі порівняльного аналізу моделей Брукс-
Корей [19] та Генутчен [20] із застосуванням наближення Леверетт [15] резуль-
тати дають підставу стверджувати, що при зростанні пористості рівноважне 
зволоження матеріалу зменшується в той час, як його абсолютна проникність 
зростає. Умова рівноваги рідини у пористому матеріалі знаходить належне 
обґрунтування. Також характерним є зменшення бульбашкового тиску по мірі 
збільшення пористості матеріалу. 
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Голубець Т.В. Определение равновесного увлажнения и собственной 
проницаемости пористого материала на основе изотерм сорбции или кри-
вых задержки влаги 

В рамках формализма объемного усреднения пересмотрены основные соотно-
шения физики поверхности для пористого увлажненного материала. Сформулирова-
ны условия равновесия между жидкостью и газом в пористом материале. Отмечено 
функцию распределения размера пор за радиусом. В соответствии с эксперименталь-
ными данными, рассчитана зависимость относительных проникностей жидкости и 
газа в пористом материале от степени насыщения пор жидкостью. С помощью срав-
нительного анализа полуэмпирических моделей увлажнения предложен метод опре-
деления собственной проницаемости твердой фазы и равновесного увлажнения в по-
ристом материале. 

Ключевые слова: пористые материалы, адсорбция, капиллярные явления, диф-
фузия жидкостей и газов. 

Holubets' Т.V. Specify of equilibrium damping and intrinsic permeability 
of porous media on the ground of sorption isoterms or water retention curves 

In the range of volume averaging formalism the basic relations of surface physic for 
porous media have been revised. The equilibrium conditions between liquid and gas in the 
porous media have been formulated. The pore size distribution function has been defined. 
The relative permeability for liquid and gas in porous media as a function of the water sa-
turation according to experimental data has been calculated. On the ground of comparative 
analysis for semi empirical models of humidification the method of definition for intrinsic 
permeability and equilibrium damping in the porous media has been introduced. 

Keywords: porous media, adsorption, capillary phenomena, liquid and gas diffusion. 
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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ РОЗПИЛЮВАННЯ КОЛОДИ 
РОЗВАЛЬНО-СЕГМЕНТНИМ СПОСОБОМ НА ПИЛОМАТЕРІАЛИ  

З УРАХУВАННЯМ ЇЇ РЕАЛЬНОЇ ФОРМИ 
Розроблено математичну модель процесу розпилювання колоди паралельно до 

лінійної регресійної осі розвально-сегментним способом на пиломатеріали. Матема-
тична модель ураховує форму поверхні реальної колоди, отриманої за результатами 
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сканування форми поверхонь її поперечних перетинів. Обґрунтовано особливості 
математичної моделі розрахунку схем розпилювання з урахуванням обертання коло-
ди або схеми розпилювання навколо осі колоди на заданий кут за розрізання (розпи-
лювання) вертикальними і горизонтальними січними площинами. 

Ключові слова: колода, сегмент, розпилювання, розвально-сегментний спосіб, 
моделювання, математична модель, постав (схема розпилювання), лінійна регресійна 
вісь (ЛРВ), пиломатеріал, обертання колоди. 

Постановка проблеми та актуальність досліджень. Ефективність роз-
рахунку результатів розпилювання реальних колод на пиломатеріали розваль-
но-сегментним способом паралельно до лінійної регресійної осі (ЛРВ), як і роз-
пилювання розвальним способом паралельно [1] та під кутом до неї [2], а також 
паралельно до твірних [3] залежить здебільшого від достовірності розроблених 
математичних моделей та прийнятих припущень. Відхилення результатів прог-
нозування виходу пиломатеріалів від результатів виробничих розпилювань за-
лежно від зазначених показників в окремих випадках може становити понад 
10 %, що свідчить про актуальність реалізації моделювання розпилювання ко-
лод на пиломатеріали, розробленого з використанням достовірних математич-
них моделей та обґрунтованих припущень. 

Аналіз відомих досліджень. Зазначимо, що незважаючи на ґрунтовні 
дослідження, проведені у технології лісопиляння щодо вирішення проблеми ра-
ціонального розпилювання колод на пилопродукцію за допомогою моделюван-
ня процесу розпилювання, ця проблема не є повністю вирішеною [1]. У цій 
статті на продовження серії робіт [1-3] наведено розвиток теоретичного та прак-
тичного підходів до процесу розпилювання колод розвально-сегментним спосо-
бом паралельно до ЛРВ на пиломатеріали з урахуванням їх реальної форми, ре-
алізація якого забезпечуватиме раціональне використання деревини. 

Теоретичні та прикладні аспекти моделювання розпилювання ко-
лод паралельно до ЛРВ розвально-сегментним способом на пиломатеріали 
з урахуванням їх реальної форми. Розпилювання колод розвально-сеґментним 
способом розглядаємо як двоетапну задачу. На першому етапі (проході) – роз-
пилювання колод розвальним способом на необрізні пиломатеріали та два сег-
менти, а на другому – розпилювання сегментів на однобічно-обрізні пиломате-
ріали. Математичну модель розпилювання колод паралельно до ЛРВ з ураху-
ванням їх реальної форми на першому етапі розвально-сегментного способу 
розроблено у попередній роботі [1]. Тому наведемо тільки основні положення, 
які буде використано для розроблення другої частини математичної моделі роз-
пилювання колод розвально-сеґментним способом – розпилювання сегментів на 
однобічно-обрізні пиломатеріали. 

За отриманим у роботі [4] описом поверхні колоди у вигляді множини 
значень ( ){ }, 0,iR i Nϕ =  здійснимо моделювання розрізання (розпилювання) 
сегмента січними площинами, паралельними до ЛРВ, на однобічно-обрізні пи-
ломатеріали. Загалом цю задачу можна вирішити за допомогою двох техноло-
гічних підходів. Перший підхід передбачає, що січні площини – вертикальні 
(моделювання розпилювання колод або їх частин, зокрема сегментів, колодопи-
ляльним обладнанням з вертикальним розміщенням різального інструменту), а 
пропиляна частина сегмента розміщена горизонтально. Для другого підходу ха-
рактерне горизонтальне розміщення січних площин (моделювання розпилюван-


