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ПОРІВНЯННЯ ШЕСТИ ФУНКЦІЙ ЩІЛЬНОСТІ РОЗПОДІЛУ  
ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ ТАКСАЦІЙНОЇ БУДОВИ ЗА ДІАМЕТРОМ  

МОДАЛЬНИХ ЯЛИЦЕВИХ ДЕРЕВОСТАНІВ УКРАЇНСЬКИХ КАРПАТ 

Для дослідження таксаційної будови за діаметром ялицевого елемента лісу у семи підприємствах лісового господарства 
Українських Карпат та в НПП "Сколівські Бескиди" закладено 14 прямокутних тимчасових пробних площ та 61 кругову 
пробну площу (у 15 таксаційних виділах). Дані суцільного переліку дерев ялиці зі замірами їх діаметрів використано для 
визначення особливостей розподілу кількості дерев за діаметром. Моделювання фактичного розподілу кількості дерев 
здійснено за допомогою шести фунцій щільності розподілу: дво-, три-, та семипараметричного розподілу Вейбулла, гамма- 
та бета-розподілу, Sb розподілу Джонсона. Виявлено, що ялицеві деревостани характеризуються значною мінливістю ді-
аметра. За результатами аналізу основних усереднених статистичних показників різних функцій розподілу за діаметром 
ялицевого елемента встановлено, що дво-, трипараметричний розподіл Вейбулла, гамма- та бета-розподіл завищують показ-
ники асиметрії та ексцесу порівняно із фактичним розподілом, Sb розподіл Джонсона занижує ці показники порівняно з фак-
тичними, найближчі результати має бімодальний розподіл Вейбулла. Отримані результати непараметричної оцінки за допо-
могою χ² критерію Пірсона дають змогу зробити висновок, що найпридатнішою функцією для дослідження таксаційної бу-
дови модальних ялицевих деревостанів Українських Карпат є семипараметричний розподіл Вейбулла, а найменш точним – 
гамма-розподіл. 

Ключові слова: пробна площа; статистичні показники; асиметрія; ексцес; критерій Пірсона. 

Вступ. Вивчення закономірностей будови наса-
джень дає змогу простежити основні взаємозв'язки між 
таксаційними показниками, а отримані результати мож-
на використати для дослідження сортиментної структу-
ри, показників росту, динаміки товарності деревостанів 
та визначення впливу господарських заходів на 
стійкість і структуру деревостанів. 

Поняття "таксаційна будова насаджень" є багатог-
ранним і містить у собі низку складників. Під такса-
ційною будовою насаджень розуміють не лише харак-
теристики просторового розміщення (як горизонтально-
го, так і вертикального) дерев, підросту та підліску від-
носно один одного, а й показники мінливості їх такса-
ційних ознак, закономірності розподілу їх за чисельніс-
тю та основні взаємозв'язки між ними (Anuchin, 1982; 
Zaharov, 1967; Tiurin, 1938; Tsurik, 1998). 

Серед перших досліджень таксаційної будови наса-
джень варто згадати роботи проф. V. Weise (1880) з роз-
поділу кількості дерев за діаметром у чистих одновіко-
вих деревостанах Німеччини (Anuchin, 1982) та F. de Li-
ocourt (1898) у стійких різновікових деревостанах (Ba-
iley & Dell,1973). 

Роботи з дослідження таксаційної будови деревоста-
нів за участю ялиці у складі здійснювали: у змішаних 

ялицевих деревостанах Кавказу (Bitsin, 1965; Veselov, 
1973), у природних карпатських яличниках (Kichura, 
1977; Molotkova, 1964, 1965, 1968), у штучних ялицевих 
деревостанах (Horoshko, 1977, 1978, 1981), у ялицевих 
молодняках природного походження (Tsurik, 1991, 
1998, 2001). За кордоном таксаційну будову ялицевих 
деревостанів також досліджували науковці (Zasada, 
1995, 2013; Chen, 2004; Thomas et al., 2008; Jaworski & 
Podlaski, 2012; Hussain et al., 2014). 

З часу перших досліджень таксаційної будови і до-
тепер серед основних досягнень у цій царині потрібно 
згадати розвиток вчень про ранги дерев та їх редукційні 
числа, використання функцій щільності розподілу ймо-
вірності для моделювання розподілу кількості дерев за 
різними таксаційними показниками. 

Для моделювання розподілу кількості дерев за ді-
аметром учені використовували велику кількість різно-
манітних функцій розподілу та підходів щодо визначен-
ня їх параметрів. Проте функції, які давали добрий ре-
зультат для окремих порід та деревостанів, виявлялися 
непридатними для інших. 

Мета дослідження – виявити найпридатнішу фун-
кцію розподілу для моделювання таксаційної будови за 
діаметром модальних ялицевих деревостанів Українсь-
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ких Карпат шляхом порівняння шести функцій розподі-
лу, які найчастіше використовувалися та давали 
найточніші результати для різних порід, що свідчило 
про їх добру гнучкість. 

Матеріали та методи дослідження. Для досліджен-
ня таксаційної будови за діаметром використано мате-
ріали суцільного переліку дерев зі заміром їх діаметрів 
на тимчасових 14 прямокутних пробних площах та 
61 круговій пробній площі (у 15 таксаційних виділах). 
Пробні площі закладали за загальноприйнятою в лісо-
вій таксації методикою у деревостанах різного віку з 
переважанням ялиці білої (Abies alba Mill.) у складі на 
території НПП "Сколівські Бескиди " та семи держав-
них підприємств лісового господарства. Типи лісорос-
линних умов на пробних площах – С3, D3. 

Результати дослідження та їх обговорення. Для 
моделювання розподілу кількості дерев за ступенями 
товщини у модальних ялицевих деревостанах викорис-
товували такі функції. 

Двопараметричну функцію розподілу щільності 
Вейбулла запропонував для використання W. Weibull 
ще у 1939 р., а безпосередньо для досліджень розподілу 
за діаметром її широко почали використовувати у дру-
гій половині ХХ ст. 
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де: b – параметр масштабу, b>0; с – параметр форми, 
c>0; 0<x<∞. 

Трипараметрична функція розподілу щільності 
Вейбулла відрізняється від попередньої присутністю в 
рівнянні параметра положення a: 
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де: a – параметр положення, a>0; b – параметр масшта-
бу, b>0; с – параметр форми, c>0; 0<x<∞, x>a.  

Бімодальний (7-параметричний) розподіл щільності 
Вейбулла є комбінованою моделлю із двох трипарамет-
ричних функцій розподілу Вейбулла (Liu et al., 2001, 
Zhang et al., 2001): 
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де: a1, a2 – параметри положення, a1, a2 >0; b1, b2 – пара-
метри масштабу, b1, b2 >0; с1, с2 – параметри форми, с1, 
с2 >0; ƍ – параметр, що характеризує оптимальну комбі-
націю, 0<ρ<1; 0<x<∞, x>a.  

Гамма-розподіл щільності (двохпараметричний): 
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де: Г(a) – гамма-функція, 1
0

( ) ,a xГ a x e dx
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a – параметр форми, a>0; b – параметр масштабу, b>0; 
Бета-розподіл щільності (двохпараметричний): 
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де: B(a, b) – бета-функція, 
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+
; Г(a), 

Г(b) – гамма-функції; a, b – параметри форми кривої, a, 

b >0; k1, k2 – ліміти кривої розподілу (початкове і кінце-
ве можливі значення), k1< x <k2. 

Розподіл щільності Sb Джонсона: 
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де: ɛ – параметр положення, прийнято рівним dmin – 

10 %dmin (за даними Gorgoso-Varela, 2014), при ɛ=0 роз-
поділ стає трипараметричним, – ∞ < ɛ < ∞; λ – параметр 
масштабу, прийнято рівним dmax+0,5 і, де і – величина 
ступені товщини, λ > 0; γ, δ – параметри форми кривої 
(асиметрії та ексцесу відповідно, при γ = 0 – крива си-
метрична), – ∞ < γ <∞, δ > 0; ɛ < x < ɛ+λ. 

Параметри функцій розподілу визначали за методом 
найменших квадратів, моделювання та обрахунки 
здійснювали за допомогою програмного забезпечення 
Microsoft Office Excel. 

Результати дослідження та їх обговорення. Для 
фактичного розподілу за діаметром та розподілів змо-
дельованих різними функціями визначали основні ста-
тистичні показники (середнє значення, Dcер; дисперсія, 
δ2; стандартне відхилення, δ; коефіцієнт варіації, V; по-
казники асиметрії (А), ексцесу (Е) та точність досліду 
(р)) та визначали адекватність моделі за допомогою χ² 
критерію Пірсона. 

Вирахувані максимальні, мінімальні та середні зна-
чення статистичних показників фактичного розподілу 
та за функціями наведено у табл. 1. 

Визначення адекватності підібраних моделей та зіс-
тавлення їх між собою здійснювали за допомогою обра-
хунку значень χ² критерію Пірсона та порівняння їх із 
критичними значеннями цього критерію для певних 
умов (табл. 2). 

Результати дослідження та їх обговорення. Аналіз 
основних усереднених статистичних показників фак-
тичного розподілу за діаметром ялицевого елемента де-
ревостанів зі середніми діаметрами від 16 до 70 см по-
казав значну ступінь мінливості цієї ознаки рядів роз-
поділу (V>20 %). Показники асиметрії та ексцесу у дос-
ліджуваних деревостанах віком від 34 до 192 років змі-
нюються в межах від –0,49 до 1,22 та від –1,17 до 
2,16 відповідно. Значення середнього показника точ-
ності досліду (4,05 %) свідчить про надійність отрима-
них результатів. 

Виконаний аналіз основних усереднених статистич-
них показників різних функцій розподілу за діаметром 
ялицевого елемента свідчить про те, що дво-, трипара-
метричний розподіл Вейбулла, гамма- та бета-розподіл 
завищують показники асиметрії та ексцесу порівняно із 
фактичним розподілом, Sb розподіл Джонсона занижує 
ці показники порівняно з фактичними, найближчі ре-
зультати має бімодальний розподіл Вейбулла. За серед-
нім показником точності досліду на першому місці зна-
ходиться бімодальний розподіл Вейбулла (4,06 %), далі 
йдуть Sb розподіл Джонсона (4,07 %), дво- та трипара-
метричний розподіл Вейбулла (4,14 % та 4,17 % відпо-
відно), бета-розподіл (4,23 %) і нагірші результати у 
гамма-розподілу (4,3 %). 
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Табл. 1. Основні статистичні показники функцій розподілу за діаметром 

Функція Основний статис-
тичний показник Min Max Сер. Функція Основний статис-

тичний показник Min Max Сер. 

Dcp 15,57 70,54 37,96 Dcp 15,33 69,69 38,84 
δ2 30,84 495,45 246,57 δ2 37,71 628,98 279,05 
δ 5,55 22,26 15,18 δ 6,14 25,08 16,08 
V 25,37 70,97 41,21 V 24,79 74,86 42,85 
A -0,49 1,22 0,34 A 0,51 1,61 0,90 
E -1,17 2,16 -0,34 E 0,39 3,80 1,29 

Факт. розпо-
діл 

p 2,35 6,41 4,05 

Гамма-розпо-
діл 

p 2,29 6,86 4,30 
Dcp 15,09 68,53 38,22 Dcp 15,51 69,24 38,47 
δ2 35,11 550,59 250,56 δ2 38,05 580,41 270,41 
δ 5,93 23,46 15,24 δ 6,17 24,09 15,88 
V 24,62 74,11 41,22 V 24,46 73,69 42,85 
A -0,17 1,42 0,37 A 0,29 1,55 0,80 
E -0,29 2,76 0,07 E -0,10 2,73 0,74 

2 парам. 
Вейбулла 

p 2,28 6,52 4,14 

Бета-розпо-
діл 

p 2,26 6,64 4,23 
Dcp 15,43 68,62 38,30 Dcp 15,44 68,93 37,70 
δ2 34,93 547,77 262,75 δ2 33,83 497,26 245,39 
δ 5,91 23,40 15,60 δ 5,82 22,30 15,15 
V 24,76 77,29 42,27 V 23,79 70,50 41,40 
A -0,08 1,97 0,60 A 0,00 1,18 0,32 
E -0,28 5,55 0,53 E -1,16 0,72 -0,55 

3 парам. 
Вейбулла 

p 2,31 6,60 4,17 

Sb Джонсона 

p 2,20 6,44 4,07 
Dcp 15,59 70,17 37,96 
δ2 34,37 507,54 246,81 
δ 5,86 22,53 15,18 
V 25,21 72,34 41,25 
A -0,28 1,39 0,33 
E -1,02 2,65 -0,33 

7 парам. 
Вейбулла 

p 2,33 6,45 4,06 

 

Табл. 2. Значення χ² критерію Пірсона функцій розподілу за діаметром 

Функція Значення χ² 
критерію Min Max Сер. Функція Значення χ² 

критерію Min Max Сер. 

фактичне 1,56 18,82 9,58 фактичне 2,02 22,82 11,17 2 парам. 
Вейбулла критичне 5,99 23,68 17,17 

Гамма-розподіл 
критичне 5,99 23,68 17,34 

фактичне 1,53 20,43 9,47 фактичне 1,50 21,16 10,55 3 парам. 
Вейбулла критичне 3,84 22,36 16,06 

Бета-розподіл 
критичне 5,99 23,68 17,56 

фактичне 1,07 13,20 5,46 фактичне 1,03 17,03 8,15 7 парам. 
Вейбулла критичне 3,84 18,31 10,84 

Sb Джонсона 
критичне 5,99 23,68 17,35 

 

Оцінка значущості відмінностей між фактичними та 
теоретичними чисельностями рядів розподілу за діамет-
ром, здійснена непараметричним методом з допомогою 
χ² критерію Пірсона (див. табл. 2), свідчить про те, що 
найпридатнішою функцією для моделювання рядів роз-
поділу кількості дерев ялицевого елемента лісу за ді-
аметром є семипараметричний розподіл Вейбулла. Зна-
чення середнього фактичного χ² критерію Пірсона для 
цієї функції є найменшим і становить 5,46 при середньо-
му критичному значенні 10,84. Далі за цим показником 
йдуть Sb розподіл Джонсона, три- та двопараметричний 
розподіли Вейбулла, бета- та гамма-розподіл. 

Також треба зауважити, що бімодальний розподіл 
Вейбулла виявився найбільш гнучким, оскільки на всіх 
дослідних ділянках фактичні значення χ² критерію Пір-
сона були меншими за критичні, для Sb розподілу Джон-
сона ця умова не була виконана на одній ділянці, для 
дво-, трипараметричного розподілів Вейбулла та бета-
розподілу – на двох, для гамма-розподілу – на трьох. 

Висновки. Модальні ялицеві деревостани Українсь-
ких Карпат характеризуються значною мінливістю ді-
аметра. Це зумовлено тіньовитривалістю цієї породи, 
яка здатна тривалий час перебувати у пригніченому 
стані і давати малі прирости за діаметром, а потім 
вийти в перший ярус. Ці особливості у таксаційній бу-
дові за діаметром вимагають досить гнучкої моделі. Хо-
ча всі досліджувані функції щільності розподілу кіль-
кості дерев за діаметром показали задовільні результа-
ти, найпридатнішою функцією розподілу щільності ви-

явився бімодальний розподіл Вейбулла, найгірші ре-
зультати показав гамма-розподіл. 
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С. В. Портах, М. М. Король 
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СРАВНЕНИЕ ШЕСТИ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПЛОТНОСТИ  
ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ТАКСАЦИОННОГО СТРОЕНИЯ ПО ДИАМЕТРУ  

МОДАЛЬНЫХ ПИХТОВЫХ ДРЕВОСТОЕВ УКРАИНСКИХ КАРПАТ 

Для исследования таксационных строения по диаметру пихтового элемента леса в семи предприятиях лесного хозяйства 
Украинских Карпат и в НПП "Сколевские Бескиды" заложены 14 прямоугольных временных пробных площадей и 61 круго-
вая пробная площадь (в 15 таксационных выделах). Данные сплошного перечета деревьев пихты с замерами их диаметров 
использованы для определения особенностей распределения количества деревьев по диаметру. Моделирование фактическо-
го распределения количества деревьев осуществлено с помощью шести функций плотности распределения: двух-, трех-, и 
семипараметричного распределения Вейбулла, гамма и бета-распределения, Sb распределения Джонсона. Выявлено, что 
пихтовые древостои характеризуются значительной изменчивостью диаметра. Выполненный анализ основных усредненных 
статистических показателей различных функций распределения по диаметру пихтового элемента свидетельствует о том, что 
двух-, трехпараметрическое распределение Вейбулла, гамма и бета-распределение завышают показатели асимметрии и эк-
сцесса по сравнению с фактическим распределением, Sb распределение Джонсона занижает эти показатели по сравнению с 
фактическими, ближайшие результаты имеет бимодальное распределение Вейбулла. Полученные результаты непараметри-
ческой оценки с помощью χ² критерия Пирсона позволяют сделать вывод, что наиболее подходящей функцией для исследо-
вания таксационного строения модальных пихтовых древостоев Украинских Карпат является семипараметричное распреде-
ление Вейбулла, а наименее точным – гамма-распределение. 

Ключевые слова: пробная площадь; статистические показатели; асимметрия; эксцесс; χ² критерий Пирсона. 
S. V. Portakh, M. M. Korol 

Ukrainian National Forestry University, Lviv, Ukraine 

COMPARISON OF SIX PROBABILITY DENSITY FUNCTIONS FOR MODELING DIAMETER 
DISTRIBUTION STRUCTURE OF MODAL FIR STANDS OF THE UKRAINIAN CARPATHIANS 

Fourteen rectangular temporary test plots and 61 circle test plots (in 15 forest areas) were laid to investigate diameter distribution 
structure of fir element of forests in seven state forest enterprises of the Ukrainian Carpathians and Skole Beskydy National Nature 
Park. The data of entire list of fir trees with measurements of their diameters were used to determine the characteristics of the 
diameter distribution of the tree number. Six probability density functions were used for modelling the actual diameter distribution of 
the number of trees. They are as follows: two-, three-, and seven-parameter Weibull distribution, gamma and beta distribution, 
Johnson's Sb distribution. The basic statistical parameters were determined (mean diameter, variance, standard deviation, variation 
coefficient, asymmetry, kurtosis and experimental accuracy) for the actual diameter distribution and distributions simulated by 
various functions. The adequacy of the models was determined using Pearson's χ² criterion. It is revealed that fir tree stands are 
characterized by a significant variation in diameter. The analysis of the main averaged statistical indicators of the various diameter 
distribution functions of the fir element shows that the two-, three-parameter Weibull distribution, gamma and beta distribution 
overestimate the indexes of asymmetry and kurtosis comparing to the actual distribution, and Johnson's Sb distribution gives lower 
results then the actual are, the closest results gives the bimodal Weibull distribution. The bimodal Weibull distribution which is the 
finite mixture model of two three-parameter Weibull distributions was the most flexible, since in all test plots the actual values of 
Pearson's χ² criterion were less than critical, for Johnson's Sb distribution this condition was not performed on one test plot, for two-, 
three-parameter Weibull distributions and beta-distribution – on two test plots, for gamma-distribution – on three test plots. The 
obtained results of nonparametric estimation using Pearson's criterion χ² allow us to conclude that the most suitable function for 
studying the diameter distribution structure of modal fir tree stands of the Ukrainian Carpathians is the finite mixture model of two 
three-parameter Weibull distribution (bimodal), and the least accurate is gamma distribution. 

Keywords: probability density functions; statistical indicators; asymmetry; kurtosis; Pearson's χ² criterion. 


