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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ АНАЛІЗУ ТЕПЛООБМІНУ МІЖ ДВОШАРОВОЮ ПЛАСТИНОЮ З 
ЛОКАЛЬНО ЗОСЕРЕДЖЕНИМ ДЖЕРЕЛОМ ТЕПЛА ТА НАВКОЛИШНІМ СЕРЕДОВИЩЕМ 

Розроблено математичну модель аналізу теплообміну між ізотропною двошаровою пластиною, яка нагрівається точко-
вим джерелом тепла, зосередженим на поверхнях спряження шарів, і навколишнім середовищем. Для цього з використан-
ням теорії узагальнених функцій коефіцієнт теплопровідності матеріалів шарів пластини зображено як єдине ціле для всієї 
системи. З огляду на це, замість двох рівнянь теплопровідності для кожного із шарів пластини та умов ідеального теплового 
контакту, між ними отримано одне рівняння теплопровідності в узагальнених похідних із сингулярними коефіцієнтами. Для 
розв'язування крайової задачі теплопровідності, що містить це рівняння та крайові умови на межових поверхнях пластини, 
використано інтегральне перетворення Фур'є і внаслідок отримано аналітичний розв'язок задачі в зображеннях. До цього 
розв'язку застосовано обернене інтегральне перетворення Фур'є, яке дало змогу отримати остаточний аналітичний розв'язок 
вихідної задачі. Отриманий аналітичний розв'язок подано у вигляді невласного збіжного інтегралу. За методом Сімпсона от-
римано числові значення цього інтегралу з певною точністю для заданих значень товщини шарів, просторових координат, 
питомої потужності точкового джерела тепла, коефіцієнта теплопровідності конструкційних матеріалів пластини та коефі-
цієнта тепловіддачі з межових поверхонь пластини. Матеріалом першого шару пластини є мідь, а другого – алюміній. Для 
визначення числових значень температури в наведеній конструкції, а також аналізу теплообміну між пластиною та навко-
лишнім середовищем, зумовленим різними температурними режимами завдяки нагріванню пластини точковим джерелом 
тепла, зосередженим на поверхнях спряження шарів, розроблено обчислювальні програми. Із використанням цих програм 
наведено графіки, що відображають поведінку кривих, побудованих із використанням числових значень розподілу темпера-
тури залежно від просторових координат. Отримані числові значення температури свідчать про відповідність розробленої 
математичної моделі аналізу теплообміну між двошаровою пластиною з точковим джерелом тепла, зосередженим на повер-
хнях спряження шарів і навколишнім середовищем, реальному фізичному процесу. Програмні засоби також дають змогу ана-
лізувати такого роду неоднорідні середовища щодо їх термостійкості під час нагрівання. Як наслідок, стає можливим її підви-
щити і захистити від перегрівання, яке може спричинити руйнування не тільки окремих елементів, а й всієї конструкції. 

Ключові слова: теплообмін; ізотропна двошарова пластина; теплопровідність; температурне поле; теплоізольована по-
верхня; ідеальний тепловий контакт. 

Вступ. Процеси теплообміну і пов'язаного з ним ма-
сообміну мають велике значення для інтенсифікації 
теплоенергетичних, енерготехнологічних і хіміко-тех-
нологічних процесів у промисловості з високою ефек-
тивністю і відіграють винятково важливу роль у приро-
ді та техніці. Від них залежить температурний режим 
навколишнього середовища та житлових приміщень, 
вони визначають здійснення робочого процесу в різних 
технологічних установках тощо. Тому і недивно, що те-
орія теплообміну інтенсивно розвивалась, особливо в 
останні десятиріччя з огляду на потреби теплоенергети-
ки, атомної енергетики, космонавтики та деяких інших 
галузей техніки. Зараз розробляють способи теплового 

захисту високошвидкісних літальних установок, зокре-
ма космічних багаторазової дії, в активних зонах реак-
торів, у магнітогідродинамічних генераторах (установ-
ках для прямого перетворення теплоти в електричну 
енергію), у газотурбінних установках. Для техніки 
низьких температур досліджують процеси теплообміну, 
зокрема в установках із використанням ефекту надпро-
відності, наприклад у магнітах, які створюють значні 
магнітні поля. Тривають роботи зі створення кріохірур-
гічних інструментів, які використовують для операцій 
зі швидким заморожуванням окремих ділянок живої 
тканини. Прогрес у цій галузі значно пов'язаний із пра-
вильною організацією процесів теплообміну як у само-
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му інструменті, так і в тканині. Виконують роботи зі 
створення установок для сублімаційного сушіння де-
яких продуктів харчування, успішне розроблення яких 
залежить від правильної організації процесів сублімації 
та десублімації. Удосконалюються методи дослідження 
процесів теплообміну на Землі та в її атмосфері, зокре-
ма прогнозування погоди. Запити різних галузей про-
мисловості стимулюють сталий і швидкий розвиток на-
укових досліджень у галузі теплообміну. Важко назвати 
якусь галузь, в якій би розв'язки задач теплопровідності 
не мали істотного теоретичного, практичного та еконо-
мічного значення. Вони поширені як у космічній, аві-
аційній, електронній, електротехнічній галузях, так і в 
сучасному зварювальному виробництві, цифрових тех-
нологіях, під час дослідження геотемпературних полів. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Визна-
чення температурних режимів як в однорідних, так і в 
неоднорідних конструкціях привертає увагу багатьох 
дослідників (Carpinteri & Paggi, 2008; Noda, 1991; Otao, 
Tanigawa & Ishimaru, 2000; Tanigawa, Akai & Kawamura, 
1996; Tanigawa & Otao, 2002; Yangian & Daihui, 2009). 

У роботі (Turii, 2008) досліджено теплообмін у ша-
руватій пластині зі складниками різної прозорості, 
з'єднаними тонким проміжним шаром за теплового оп-
ромінення з боку частково прозорого шару. За допомо-
гою ефективного коефіцієнта відбивання на поверхні 
контакту отримано наближені співвідношення для виз-
начення поля випромінювання в основному частково 
прозорому шарі. 

Виконано зовнішній асимптотичний розклад розв'я-
зку нестаціонарної задачі теплопровідності для шарува-
тої анізотропної пластини з крайовими умовами друго-
го роду на лицьових поверхнях. Проаналізовано отри-
мані двовимірні диференціальні рівняння та досліджено 
асимптотичні властивості розв'язків задачі. Отримано 
оцінки точності, з якою розподіл температури поза ме-
жовим шаром пластини вважають кусково-лінійною 
або кусково-квадратичною функцією за товщиною (Ne-
mirovskii & Iankovskii, 2007). У працях (Havrysh & Fe-
dasjuk, 2012; Havrysh, Baranetskiy & Kolyasa, 2018; 
Havrysh, Kolyasa & Ukhanska, 2019) удосконалено існу-
ючі та розроблено нові підходи до створення матема-
тичних моделей аналізу теплообміну між кусково-одно-
рідними конструкціями та навколишнім середовищем і 
методів розв'язування лінійних і нелінійних крайових 
задач для кусково-однорідних середовищ. Розглянуто 
дво- та тривимірні моделі, що містять рівняння, коефі-
цієнти яких є функціями теплофізичних властивостей 
фаз і геометричної структури. Наведено методи визна-
чення аналітичних та аналітично-числових розв'язків 
крайових задач теплопровідності. Досліджено та про-
аналізовано теплообмінні процеси в однорідних та ша-
руватих конструкціях із чужорідними включеннями ка-
нонічної форми. У роботах (Podstrigach, Lomakin & Ko-
liano, 1984; Koliano, 1992) наведено загальні рівняння 
теплопровідності для неоднорідних середовищ. 

Огляд основних літературних джерел показав, що 
малодослідженими та не розробленими залишилися мо-
делі, які б враховували кусково-однорідну структуру 
конструкцій, які функціонують за інтенсивних темпера-
турних збуреннях, зумовлених локально зосереджени-
ми джерелами тепла. Це приводить до розроблення ма-
тематичних моделей аналізу теплообмінних процесів у 
елементах складних електронних і електромеханічних 

систем, які геометрично описують шаруватими середо-
вищами. Результати досліджень теплообміну в таких 
конструкціях використовують надалі для проектування 
наведених систем щодо їх термостійкості. 

Метою дослідження є розроблення математичної 
моделі аналізу теплообміну двошарової пластини з нав-
колишнім середовищем, зумовленим точковим джере-
лом тепла, зосередженим на поверхнях спряження ша-
рів, що дасть змогу підвищити точність визначення теп-
лообміну між шаруватими конструкціями та навколиш-
нім середовищем, ефективність методів проектування 
складних систем. 

Об'єкт дослідження та його математична модель. 
Розглянемо ізотропну відносно теплофізичних парамет-
рів двошарову пластину товщиною 2δ  з теплоізольова-
ними лицевими поверхнями z δ= , яка складається із 

двох різнорідних шарів, що відрізняються геометрични-
ми (шириною) та теплофізичними (коефіцієнтом теп-
лопровідноcті) параметрами, віднесену до декартової 
прямокутної системи координат ( , , )x y z . Початок її, де 
зосереджено точкове джерело тепла з потужністю 

0 ,q const=  вибрано на поверхні спряження шарів 

{ }0 ( ,0, ) : ,K x z x z δ= < ∞ ≤ , на якій існує ідеальний тепло-

вий контакт 1 2
1 2 1 2

( , ) ( , )
( , ) ( , ), λ λ

t x y t x y
t x y t x y

y y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 для 

0y =  (1,2 – для першого та другого шарів пластини від-
повідно). На межових поверхнях 

{ }1 1( , , ) : ,K x y z x z δ= − < ∞ ≤  та { }2 2( , , ) : ,K x y z x z δ= < ∞ ≤  

пластини задано умови конвективного теплообміну з 
навколишнім середовищем згідно зі законом Ньютона 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Переріз ізотропної пластини з тепловіддачею площиною 
z=0 

У наведеній структурі потрібно визначити розподіл 
температури ( , )t x y  за просторовими координатами, 

який отримуємо, розв'язавши рівняння теплопровіднос-
ті (Podstrigach, Lomakin & Koliano, 1984; Koliano, 1992) 

 
2

02
λ( ) [λ( ) ] ( , )

t t
y y q x y

x y y
δ

∂ ∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ∂
 (1) 

з крайовими умовами 

  | cxt t→∞= , 
1 2

1 1 2 2 ( ), ( ),c c

y y y y

t t t
t t

y y
tλ α λ α

=− =

∂ ∂
∂ ∂

−= −= −  (2) 

де: λ( )y  – коефіцієнт теплопровідності неоднорідної 
пластини, його можна визначити 
 1 2 1λ( ) λ (λ λ ) ( );y S y+= + −  (3) 
де: 1λ  і 2λ  – коефіцієнти теплопровідності матеріалів 1-
го та 2-го шарів пластини відповідно; ct  – температура 
навколишнього середовища; 1α  і 2α  – коефіцієнти теп-
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ловіддачі з поверхонь 1K  і 2K  відповідно; (ζ)S+  – аси-
метрична одинична функція (Korn, & Korn, 1977), 

 ( )
1, ζ > 0,

ζ
0, ζ 0;

S+


= 
≤

  

(ζ) (ζ) / ζdS dδ =  – дельта-функція Дірака; (ζ)S  – симет-
рична одинична функція, 

 ( )
1, ζ > 0,

ζ 0,5, ζ = 0,

0, ζ 0.

S




= 
 <

  

Введемо функцію 
 ( , ) λ( ) ( , )T x y y x yθ=  (4) 
і продиференціюємо її за змінними x та y з урахуванням 
виразу для коефіцієнта теплопровідності λ( )y  (3). Внас-
лідок таких дій отримаємо 

 2 1 0
λ( ) (λ λ ) ( );

y

T
y y

y y

θ
θ δ+=

∂ ∂
= − −

∂ ∂
 λ( )

T
y

x x

θ∂ ∂
=

∂ ∂
, (5) 

де: ( , ) ( , )  cx y t x y tθ = −  – збиткова температура; 
(ζ) (ζ) / ζdS dδ+ +=  – асиметрична дельта-функція Дірака 

(Korn, & Korn, 1977). 
Підставивши вирази (5) у співвідношення (1), одер-

жимо диференціальне рівняння з частковими похідни-
ми із сингулярними коефіцієнтами 
 2 1 00

(λ λ ) ( ) ( , )
y

x yT y qθ δ δ+=
∆ ′− − = − , (6) 

де ∆  – оператор Лапласа в декартовій прямокутній сис-

темі координат, 
2 2

2 2
 

x y

∂ ∂
∆ = +

∂ ∂
. 

Отже, шукане температурне поле в наведеній систе-
мі цілком визначається рівнянням (6) із крайовими умо-
вами (2). 

Аналітичний розв'язок. Застосувавши інтегральне 
перетворення Фур'є за координатою x до рівняння (6) і 
крайових умов (2) з урахуванням співвідношення (4), 
приходимо до звичайного диференціального рівняння зі 
сталими коефіцієнтами 

 
2

02
2 1 02

ξ (λ λ ) ( ) ( )
2

y
d T q
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θ δ δ
π

= +′− = − −  (7) 

з крайовими умовами 
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де: ( )T y  – трансформанта функції T(x, y); 

ξ1
( )   ( , ) ξ;

2
i xT y e T x y d

π

∞

−∞

= ∫  ξ  – параметр інтегрального пе-

ретворення Фур'є, 2 1.i =−  

Загальний розв'язок рівняння (7) знайдемо за допо-
могою методу варіації сталих у вигляді 

0ξ ξ
1 2 2 1 0( ) (λ λ ) ( ) ( )

2
y y

y
q

T y c e c e ch yS y sh yS yθ ξ ξ
ξ π

−
= += + + − − , (9) 

де 1 2,c c  – сталі інтегрування. 

Величину 0yθ =  визначаємо з виразу (9) у вигляді 

 1 2
0

1
y

c c
θ

λ
=

+
= .  

Використавши крайові умови (8) для визначення 
сталих інтегрування, отримаємо розв'язок задачі (7) і 
(8), а саме 

 ( )0
1 2 3

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ξ 2

q
T y T y T y T y sh yS y

D
ξ

π
 = + −  

, (10) 

де: 1
1 1 1

1

( ) ( ) ( )T y ch y y sh y y
α

ξ ξ
λ ξ

= + + + ; 

1
2 1 1

1
( ) ( 1) ( )T y K ch y sh y ch yS yλ

α
ξ ξ ξ

λ ξ
+

 
= − + 

 
; 

2
3 2 2

2

( )T y ch y sh y
α

ξ ξ
λ ξ

= + ; 

1 2
1 1 2 2 1

1 2
( 1)D K ch y sh y sh y ch y Dλ

α α
ξ ξ ξ ξ

λξ λ ξ
  

= − + + +  
  

; 

1 2 1 2
1 1 2 1 22

1 2 1 2

1
1 ( ) ( )D sh y y ch y y

α α α α
ξ ξ

λ λ ξ ξ λ λ
   

= + + + + +   
  

, 

2 1/Kλ λ λ=  – коефіцієнт, який характеризує відносну 
теплопровідність шарів пластини. 

Застосувавши обернене інтегральне перетворення 
Фур'є до співвідношення (10), одержимо розв'язок зада-
чі (1) і (2) у вигляді 

 ( )0
1 2 3

0

cosξ 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ξ ( ) ξ

ξ

q x
T x y T y T y T y sh yS y d

π

∞  = + − ∆ 
∫ . (11) 

Отже, шукане температурне поле у двошаровій 
пластині, зумовлене зосередженим на поверхнях спря-
ження шарів пластини точковим джерелом тепла, вира-
жено формулою (11), з якої отримуємо значення темпе-
ратури в довільний точці наведеної конструкції. 

Аналіз числових результатів. Виконали числовий 
аналіз температури ( , )x yθ  у двошаровій пластині для 
таких вихідних даних: матеріали пластини – мідь 
( 1 395λ =  вт/(м·град) за температури 20t =  °С) для пер-
шого шару та алюміній ( 2 207λ =  вт/(м·град) за темпе-
ратури 27t =  °С) для другого (Kikoin, 1976); 

1 2 1y y= =  м; 0 200q =  вт. Числові обчислення проведено 

з точністю 610ε −= . 

 
Рис. 2. Залежність температури ( , )x yθ  від координати y для 
x = 0 та заданих значень коефіцієнта тепловіддачі: крива 1 – 

1 2 17,64α α= =  вт/(м2·град); крива 2 – 1 2 15,74α α= =  

вт/(м2·град); крива 3 – 1 2 13,59α α= =  вт/(м2·град) 

Проілюстрували (рис. 2) зміну температури ( , )x yθ  
залежно від просторової координати y для x=-2 та зада-
них значень коефіцієнта тепловіддачі. Із поведінки кри-
вих видно, що температура, як функція координати y, 
монотонно зростає у першому шарі пластини і досягає 
максимальне значення в точці (0; 0), в якій зосереджено 
точкове джерело тепла, а в другому шарі пластини вона 
монотонно спадає. Найменші значення у цьому випадку 
температура досягає на межових поверхнях K1, K2 плас-
тини. Як видно із графіків, коефіцієнти тепловіддачі 
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значно впливають на розподіл температури, причому 
вона є вищою у першому шарі, оскільки матеріалом 
цього шару є мідь і коефіцієнт теплопровідності є біль-
шим від коефіцієнта теплопровідності для другого ша-
ру, матеріалом якого є алюміній. 

 
Рис. 3. Залежність температури ( , )x yθ  від координати x для 

1 2 16,92α α= =  вт/(м·град) та заданих значень координати y 

На рис. 3 зображено зміну температури ( , )x yθ  за-
лежно від просторової координати x та заданих значень 
просторової координати y. Із поведінки кривих видно, 
що температура, як функція координати x, є достатньо 
гладкою та монотонною функцією і досягає максималь-
ного значення в точці (0; 0). У разі збільшення за абсо-
лютною величиною значень просторової координати x 
температура знижується, що свідчить про адекватність 
математичної моделі реальному фізичному процесу. 

Висновки. Із використанням узагальнених функцій 
та інтегрального перетворення Фур'є для двошарової 
пластини з точковим джерелом тепла та тепловіддачею 
побудовано аналітичний розв'язок крайової задачі теп-
лопровідності, диференціальне рівняння якої містить 
розривні та сингулярні коефіцієнти. Цей розв'язок пода-
но у вигляді невласного збіжного інтегралу. Із його ви-
користанням розроблено алгоритм і розрахункову прог-
раму для визначення температурного поля в довільній 
точці двошарової пластини з точковим джерелом тепла, 
зосередженим на поверхні спряження шарів. 

На цій основі отримано числові значення темпера-
турного поля, із використанням яких побудовано графі-
ки, де зображено криві, які відображають поведінку 
температури залежно від просторових координат та 
значень коефіцієнта тепловіддачі з межових поверхонь 
пластини. Це дає змогу аналізувати теплообмін у неод-
норідних шаруватих середовищах щодо їх термос-
тійкості під час нагрівання та захистити їх від перегрі-

вання, яке може спричинити руйнування не тільки ок-
ремих елементів, а й всієї конструкції. 
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MATHEMATICAL MODEL FOR DETERMINATION ANALYSIS BETWEEN TWO-SOLID PLATE  
WITH A LOCAL BETWEEN THERMAL SOURCE AND THE ENVIRONMENT 

The authors have developed the mathematical model of the heat transfer analysis between an isotropic two-layer plate, which is 
heated by a point source of heat, concentrated on the surfaces of conjugation of layers and the environment. For this purpose, the co-
efficient of thermal conductivity of materials of the plate layers is depicted as a single whole for the whole system using the theory of 
generalized functions. In this connection, instead of the two heat equations for each of the plate layers and the conditions of the ideal 
thermal contact between them, one equation of heat conductivity in generalized derivatives with singular coefficients is obtained. To 
solve the boundary value of the thermal conductivity containing this equation and boundary conditions on the boundary surfaces of 
the plate, the Fourier integral transformation is used, which results in an analytical solution of the problem in the images. To this so-
lution, the inverse Fourier transform has been used, which allowed obtaining the final analytic solution of the original problem. The 
obtained analytical solution is presented as an inappropriate convergent integral. Numerical values of this integral with certain accu-



 

Науковий вісник НЛТУ України, 2019, т. 29, № 5  Scientific Bulletin of UNFU, 2019, vol. 29, no 5 133 

racy for given values of layer thickness, spatial coordinates, specific power of point heat source, coefficient of thermal conductivity 
of structural materials of a plate and coefficient of heat transfer from boundary surfaces of a plate are obtained by applying the 
Simpson method. The material of the first layer of the plate is copper, and the second is aluminium. To determine the numerical val-
ues of the temperature in the above design, as well as the analysis of the heat transfer between the plate and the environment caused 
by different temperature regimes due to the heating of the plate by a point source of heat, concentrated on the surfaces of the conjuga-
tion of the layers, computational programs were developed. Using these programs, graphs representing the behaviour of curves 
constructed from the use of numerical values of temperature distribution, depending on spatial coordinates, are presented. The obta-
ined numerical values of temperature testify to the correspondence of the developed mathematical model of the heat exchange 
analysis between a two-layer plate with a point source of heat, concentrated on the surfaces of the conjugation of the layers and the 
environment to the real physical process. Software tools also provide an opportunity to analyse such heterogeneous environments as 
to their thermal stability when heated. As a result, it becomes possible to increase it and thus protect from overheating, which can 
cause destruction of both individual elements, and the entire design as a whole. 

Keywords: heat exchange; isotropic double-layer plate; thermal conductivity; temperature field; heat-insulated surface; perfect 
thermal contact. 




