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Анотація – запропоновано метод розрахунку двовимірних 
стаціонарних, періодичних по просторовій координаті, теплових 
полів у двошарових плитах. На верхній і нижній межах плити те-
мпература описується парними періодичними функціями з одна-
ковими періодами. На спільної межі шарів виконується умова не-
перервності температурного поля і рівність теплових потоків. 
Шукані температури в кожному із шарів записано у вигляді три-
гонометричних рядів по косинусах. Сформульовано алгоритм 
розв’язання задачі. Наведено приклади результатів числових до-
сліджень для різних характеристик шарів. Проведено порівняль-
ний аналіз і зроблено висновки.  
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Постановка проблеми. Елементами багатьох інженерних спо-

руд є багатошарові плити, пластини, основи, оболонки. Це пов’язано з 
тим, що за рахунок шаруватості матеріалів можна досягти зменшення 
ваги, поліпшення звукоізоляційних, теплоізоляційних властивостей 
при зменшенні їх вартості. При розробленні відповідних споруд необ-
хідно вміти розраховувати результати дій різних фізичних полів на 
двошарові конструкції. Особливий інтерес становить розробка аналі-
тичних методів, оскільки в цьому випадку можна гарантувати необ-
хідну точність обчислень і досліджувати вплив фізичних і механічних 
характеристик конструкцій на їх поведінку. Однак, такі розв’язки мо-
жна отримати лише у виняткових випадках. Одним із важливих видів 
фізичних полів є теплове поле. Таким чином, задача аналітичного 
опису теплового поля в двошаровій плиті з плоскопаралельними ша-
рами актуальна. 

Аналіз останніх досліджень. Докладніший аналіз побудови та 
застосування моделі, яка описує теплопровідність багатошарових 
конструкцій, наведено у роботі [1]. Розв’язанню деяких задач термо-
пружності присвячено чимало фундаментальних досліджень, як, на-
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приклад, [2 – 4]. Відомі різні способи отримання точних і наближених 
аналітичних рішень. Метод однорідних рішень використовується в 
роботах [5,6]. Метод функцій Гріна, з використанням апарату узагаль-
нених функцій, використовується в роботі [7]. Метод жорсткістних 
функцій до подібних задач застосовувався в [8]. Наближені методи 
аналізу термопружних багатошарових плівок обговорюються в [9].  

Формулювання цілей статті. Метою публікації є отримання 
функції, які описують зміни температурного поля в двошарової плиті 
за допомогою розкладання в ряди Фур'є невідомих функції. 

Основна частина. Розглянемо двошарову плиту, на верхній і 
нижній межах якої задана температура, причому теплове поле в плиті 
стаціонарне. Будемо розглядати двовимірну задачу, тобто вважаємо, 
що вздовж одного з напрямків температурне поле не змінюється. На 
верхній межі верхнього і нижній межі нижнього шарів температура 
описується парними періодичними функціями. На загальній межі ша-
рів виконується умова неперервності температурного поля і рівність 
теплових потоків (закон Фур'є). Кожен шар характеризується товщи-
ною ih , коефіцієнтами теплопровідності iα , де і номер шару  Ставить-

ся задача про визначення функцій, якими характеризуються зміни те-
мпературного поля в кожному шарі. 

У кожному шарі вводимо локальну декартову систему коорди-
нат з початком на верхній межі відповідного шару так, щоб осі iOZ  

лежали на одній прямій і були спрямовані вглиб шару. Задача зво-
диться до розв'язання гармонійного рівняння для кожної з функцій 

),( zxTi , яка описує температуру в кожному шарі: 
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Граничні умови задаються для верхньої межі верхнього шару і 

для нижньої межі нижнього шару 
 

)()0,(1 xfxT = , )(),( 22 xghxT = .   (2) 

 
Функції ( )xf , ( )xg  за умовою є періодичними з періодом b2  і 

парними, тому використовуємо розклад в ряди Фур’є 
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На загальній межі шарів виконуються умови спряження  
 

( ) ( )0,, 211 xThxT = ,      (5) 
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Шукані функції ( )zxTi ,  будуть задовольняти умовам 

( ) ( )zxTzbxT ii ,,2 =+ . Тому їх можна розкласти в тригонометричні ряди 
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Для визначення коефіцієнтів Фур’є підставимо (7) в (1). Після 

того, як розділимо гармоніки, будемо мати систему диференціальних 
рівнянь: 

00, =′′ia , 0,
2

, =−′′ kikki aa λ , Nk∈ . 

 
Її розв’язок має вигляд 
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Таким чином, температура в i -му шарі описується виразом 
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Для розв’язання задачі потрібно знайти вісім коефіцієнтів  
,, ,0, kii rr kii ll ,0, , kii ll ,0,

~
,

~
 для кожного шару. 

Використовуючи граничні умови (2) і розвинення в ряди Фур’є 
(9) отримуємо рівності: 
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З властивостей рядів Фур’є випливає, що амплітуди повинні 

збігатися: 
00,1 fr = ,  021,20,2 ghrr =+ ,   (10) 

 

kk ll =1 ,  kkkkk gSlCl =+ ,2,2,2,2
~

.  (11) 
 

З умови спряження шарів (5) маємо 
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звідки визначаємо наступні рівняння 
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В рівняннях (11), (13)  введені позначення 
 

 )(, ikki hchC λ= , )(, ikki hshS λ= . 

 
Умова спряження (6) дає таку рівність 
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з якої отримуємо  
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Розв’язуючи систему рівнянь  (10), (12), (14) знайдемо коефіці-
єнти для нульової гармоніки  
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З системи рівнянь (11), (13) та (15) маємо  
 

     ,,1 kk fl =       ,
)(~

,2,1,2,1

,2,1,2,1
,1

kkkk

kkkkkk

k
SCCS

SSCCfg
l

+∆

+∆−∆
=      (17) 

 

,
)(

,2,1,2,1

2
,1

2
,1,2,1

,2

kkkk

kkkkkk

k
SCCS

SCSfSg
l

+∆

−+∆
=   .

)(~

,2,1,2,1

2
,1

2
,1,2,1

,2

kkkk

kkkkkk

k
SCCS

CSCfCg
l

+∆

−+
=  

 
Таким чином, усі необхідні коефіцієнти для знаходження шу-

каних функції температур знайдені. 
Тепер сформулюємо алгоритм обчислення стаціонарного теп-

лового поля двошарової плити: 
1. Знаходимо константи kff ,0  та kgg ,0  за формулами (4). 

2. Визначаємо константи kiC ,  та kiS ,  для кожного шару. 

3. За формулами (16) та (17) послідовно знаходимо коефіціє-

нти ,, ,0, kii rr  kii ll ,0, ,  kii ll ,0,

~
,

~
 )2,1( =i . 

4. За формулами (9) отримуємо вираз для теплового поля в 
кожному шарі. 

Якщо межові умови на верхній та нижній межах плити опису-
ються скінченими тригонометричними поліномами, то запропонова-
ний алгоритм дає точний розв’язок.  

Наведемо розв’язки задачі про розподіл тепла в двошаровій 
плиті, шари якої мають однакові товщини, що дорівнюють 121 == hh . 
На верхній межі плити температура задана функцією xTxf cos)( 0= , де 

0T - характерна температура, яка вимірюється в 
oC

. На нижній межі 

температура описується формулою )2coscos1()( 0 xxTxg −+= , яка також 

є періодичною з періодом π2 .  
На рис.1, 3 та 5 зображено розподіл температур у плиті в рам-

ках одного періоду в системі координат, пов’язаній з першим шаром. 

В наведених графіках будується функція 
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Рис. 1. Розподіл температур у 

випадку 12 αα =  

Рис. 2. Температура на межах 
шарів у випадку 12 αα =  

  
Рис. 3.Розподіл температур у 

          випадку 12 1,0 αα = . 

Рис. 4. Температура на межах   
шарів у випадку 12 1,0 αα =  

  
Рис. 5. Розподіл температур у  

випадку 
12 10αα = . 

Рис.6. Температура на межах  
шарів у випадку 

12 10αα =  
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На рис.2, 4 та 6 зображено двовимірні графіки температури на 
межах шарів у рамках одного періоду, графіки пронумеровані цифра-
ми 1, 2 та 3 відповідно верхній межі верхнього шару, контактної межі 
та нижньої межі нижнього шару.  

На рис.1 та 2 наведено результати для значень 21 αα = , тобто для 
однорідної плити. На рис.3 та 4 – для значень 12 1.0 αα = . На рис.5 та 6 
наведено результати для значень  12 10αα = .  

Як бачимо, збільшення коефіцієнта теплопровідності другого 
шару при незмінному коефіцієнті першого шару призводить до змен-
шення різниці температур між відповідними точками нижньої та вер-
хньої межі цього шару. В другому шарі температура від’ємна, тобто 
ближча до температури на нижній межі. Це пояснюється тим, що ни-
жній шар є кращими провідниками тепла, ніж перший шар. 

Висновки. Запропоновано спосіб  розв’язання задачі про двови-
мірний розподіл температур у двошаровій плиті з плоскопаралельни-
ми межами шарів. Вважається, що функції, які описують температуру 
на верхній та нижній межах, є парними та періодичними з однаковим 
періодом, тому алгоритм дає точний розв’язок. 
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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕПЛОВЫХ СТАЦИОНАРНИХ 
ПОЛЕЙ В ДВУХСЛОЙНЫХ КОНСТРУКЦИЯХ 

С.Б. Бойко 

Аннотация - предложен метод расчета двумерных стацио-
нарных, периодических по пространственной координате, тепло-
вых полей в двухслойных плитах. На верхней и нижней границах 
плиты температура описывается четными периодическими 
функциями с одинаковыми периодами. На совместной границе 
слоев выполняется условие непрерывности температурного поля 
и равенство тепловых потоков. Искомые температуры в каждом 
из слоев записаны в виде тригонометрических рядов по косину-
сам. Приведены примеры результатов численных исследований 
для различных характеристиках слоёв. Проведен сравнительный 
анализ и сделаны выводы. 

 

METHOD FOR DETERMINING THERMAL STATIONARY 
FIELDS IN TWO-LAYER PLATES  

S. Boyko 

Summary 

The method of calculation of two-dimensional stationary periodic 
spatial coordinate, thermal fields in the. Supposed that the functions 
describing the temperature of the upper and lower limits are dual and 
periodical with similar periods. At joint the border of layers following 
condition of continuity of the temperature field and the equality of heat 
flows. The desired temperature in each layer are recorded in the form 
of trigonometric series of cosines. Are examples of results of numerical 
investigations. A comparative analysis and conclusions are made. 


