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Использование переменных Эйлера для определения функций, связанных с движением, 
обычно мотивируют сравнительной простотой формул и хорошо развитой теорией поля.  
Однако физические закономерности должны формулироваться не для точек пространства, 
а для материальных частиц, «…с физической точки зрения переменные Лагранжа кажутся 
особенно удобными для описания движения сплошной среды, начальное состояние которой 
представляет обычно однородное ненапряженное состояние» [2].  

Цель работы – показать особенности и преимущества применения переменных 
Лагранжа как при описании движения (3), так и при определении всех других функций, связан-
ных с движением, в том числе за счет использования принципа суперпозиции и перехода 
к новым, согласованным с законом сохранения энергии, мерам деформации и напряжений [4, 5]. 

Уравнения движения (1) в любой форме должны нести всю информацию о любых 
внешних воздействиях и внутренних изменениях, происходящих с частицами в процессе 
движения. Логическим основанием для такого утверждения может быть условие, которое 
обычно не упоминается и считается само собой разумеющимся, что в механике рассматривают-
ся только такие явления, которые отражаются на движении и, следовательно, на уравнениях (1).  

Задача любого исследования – выявить объективные закономерности, характеризую-
щие влияние внешних воздействий на состояние механической системы. Но так как система 
отсчета наблюдателя всегда субъективна, связанные с ней начальные ),,(  p  и текущие 

),,( zухxi   координаты также субъективны и не могут участвовать в описании физических 

закономерностей процессов. Объективные характеристики могут определяться лишь через 
производные от функций (2) или (3) по времени и пространственным переменным 

),,(  p  или ),,( zухxi  . Целесообразность, а в некоторых случаях и необходимость 

учета истории движения (в частности, деформации), возможность использования принципа 
суперпозиции движений [5], а также простота математических соотношений при переходе 
к новым мерам деформации делает предпочтительной форму Лагранжа (3). 

Для системы (3) аргументами объективных характеристик могут быть 12 первых про-
изводных (3 по времени txtx ipti  /),(,   и 9 по переменным Лагранжа pipi xx  /, ). 

С учетом основного постулата механики, в соответствии с которым поведение частиц зави-
сит только от их положения и скоростей [1, 2], для прогнозирования развития системы могут 
быть привлечены дополнительно вторые смешанные производные 

ptipitpi xtxx   /)/( ,
2

,  (аналоги скоростей деформации) и вторые производные 

по пространственным переменным )/(2
, qpipqi xx   , которые характеризуют изменение 

деформированного состояния в соседних частицах рассматриваемого объема.  
В самом общем случае без каких-либо ограничений на свойства сплошной среды 

система (3) имеет 13 независимых локальных кинематических инвариантов, не зависящих 
от выбора системы координат [6]. Именно они определяют состояние системы и могут быть 
использованы для прогнозирования её поведения при различных внешних воздействиях. 

Первые и вторые производные от уравнений (3) по времени («субстанциональные» 
производные) определяют компоненты векторов скорости iti vx ,  и ускорения частиц 

ititti wvx  ,, . Как и вектор перемещения с компонентами iitiipi xxxtu   0)(),( , 

они имеют по одному инварианту – модули векторов перемещения ),( tu p , скорости 

),( tv p  и ускорения ),( tw p : 

2
1 || uu  ,  2

2 || vv  ,  2
3 || ww  .   (4) 

Инвариантом также является путь s, равный интегралу по времени от модуля скорости:  


t

dtvs
0

4 || .     (5) 
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Компоненты несимметричного тензора второго ранга:  

pipi xx  /,  ,      (6) 

образуемого производными от переменных Эйлера по переменным Лагранжа, определяют 
поворот и деформацию частицы с тремя инвариантами (линейным, квадратичным и кубиче-
ским) [6]. Кубический инвариант 7  совпадает с якобианом преобразования (3):  

0,7 /|| VVxR pi   ,                 (7) 

и равен отношению объемов бесконечно малой частицы в текущем V  и исходном 0V  

состояниях.  
Квадратичный инвариант равен сумме квадратов элементов тензора (6):  

222222222
6  zzzуууxxx  pipi xx ,, .   (8) 

В правой части уравнения использовано правило суммирования по повторяющемуся в одно-
члене индексу [1].  

Каждая сумма квадратов производных с одинаковым нижним индексом в уравнении 
(8) равна квадрату отношений длин рёбер бесконечно малого параллелепипеда в текущем 
и исходном состояниях, которые в исходном состоянии были ориентированы вдоль соответ-
ствующих направлений, например, вдоль оси х [4, 6]: 

2
0

2222 )/(   llzyxe  .    (9) 

Деформацию частицы характеризуют среднее значение: 

3/)(  eeee               (10) 

и среднеквадратическое отклонение относительных длин рёбер (9) от их среднего значения e:  

 2 2 2 2        ( ) ( ) ( ) ( )( )e e e e e e e e e ep p   .           (11) 

Линейный инвариант: 

 zyx 5               (12) 

характеризует деформацию и поворот частицы.  
Инварианты 71    всегда положительны, в исходном состоянии принимают значения 

04341   , 365   , 17  . Если величины ep отличны от 1, форма и/или объём 

частиц изменяются, т. е. движение сопровождается деформацией. Если же в процессе движения 
ep = 1, R = 1, 36  , Г = 0, деформация отсутствует. Такие случаи соответствуют движению 

абсолютно твёрдых тел.  
Инварианты 75   , с точки зрения основного постулата механики, характеризуют 

положение частиц, тензор (6) можно рассматривать как обобщенные координаты, их скорости 
образуют несимметричный тензор («обобщенные скорости»): 

ptitpi xx  /,, ,          (13) 

который также имеет три инварианта: линейный, квадратичный и кубический 

 ttt zyx 8 ,     222222222
9  ttttttttt zzzуууxxx  ,     || ,10 tpix .     (14) 

Дополнительно 3 инварианта могут быть получены интегрированием по времени 
модулей инвариантов 1098 ,,   (по аналогии с s4 ). В отличие от инвариантов 75   , 

которые в процессе деформации могут расти или уменьшаться, значения: 

dtzyx
t

ttt 
0

2
11 )(  ,   dtzzzуxxx

t

ttttttt 
0

2/12222222
12 ...  , dtx

t

tpi
0

3/1
,13 ||     (15) 

только возрастают на протяжении всего процесса деформации и позволяют учесть историю 
деформирования, аналогично критерию Одквиста [7, 8].  
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Квадратичный инвариант (8) может быть представлен в виде суммы квадратов отно-
шений длин ребер бесконечно малого параллелепипеда (9), ориентированного в исходном 
состоянии вдоль осей координат наблюдателя, или суммы утроенного квадрата среднего 
значения (10) и среднеквадратического отклонения фактических отношений длин ребер 
от их среднего значения (11): 

22
,,

2
6 3  eeexx pppipie .      (16) 

Этот инвариант характеризует энергию обратимой деформации [4, 7]. При деформации 
в главных осях он совпадает с квадратом отношения длин диагоналей прямоугольного 
параллелепипеда в текущем и исходном состояниях [6]. 

Из 13 локальных инвариантов i  только 12 следует считать независимыми, 

так как они должны быть связаны обобщённым законом движения, определяющим реакции 
системы на внешние воздействия. Аргументами объективного закона должны быть все инва-
рианты. Иначе говоря, чтобы сравнивать состояния и предсказывать реакцию системы 
на внешние воздействия, инварианты 131    следует привести к одному обобщенному скаляру: 

)( iээ  .               (17) 

Как и все инварианты, эта обобщённая характеристика движения является локальной, 
может изменяться при переходе от одной частицы к другой. Принимая во внимание опреде-
ление энергии по Аристотелю [9] («обобщенная мера различных видов движения») функцию 
(17) следует рассматривать как объёмную плотность энергии и для бесконечно малой части-
цы с объёмом 0V  энергия составит 0)()( VэЕ ii   . 

В первом приближении обобщенный скаляр (17) можно представить в виде суммы 

 )( iiээ  , в которой каждое из слагаемых )( iiэ   зависит только от одного инварианта 

и в простейшем случае равно произведению соответствующего инварианта i  и скалярного 

множителя ik , обеспечивающего равенство размерностей всех слагаемых  

iii kэ   или    00)( VkVэЕЕ iiiii  .              (18) 

В уравнении (18) использован оператор   для бесконечно малой энергии E  частицы 
с объемом 0V . Независимость пространства переменных Лагранжа в уравнениях (3) от вре-

мени позволяет использовать два независимых дифференциальных оператора для времени ( d ) 
и пространства ( ). Первый характеризует изменение любого свойства, связанного с движе-
нием, для фиксированной частицы за бесконечно малый промежуток времени dt, например 
координаты dttxtdx ptp ),(),(   . Второй определяет бесконечно малые приращения в про-

странстве, в том числе приращения свойств, связанных с движением, для смежных частиц, 
лагранжевы координаты которых в исходном состоянии отличались на бесконечно малые 
величины ),,(  р . Например приращение абсциссы смежных частиц составляет 

  xxxx   (здесь, как и для индексных переменных, нижние индексы соответ-

ствуют дифференцированию по указанным в индексах переменным   /xx ). Для прира-

щения аналогичных свойств во времени необходимо использовать одновременно два опера-
тора, например, изменение во времени приращения абсциссы смежных частиц определяет 
правая часть уравнения: 

dtxxxdxxd ttt )(    . 

Независимость двух операторов позволяет менять порядок их записи без изменения 
конечного результата. 

Скалярные коэффициенты ki позволяют перейти от непосредственно измеряемых 
кинематических параметров к энергетическим. Учитывая фундаментальный смысл понятия 
(18), можно утверждать, что коэффициенты ki должны характеризовать либо физические 
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свойства материала, либо свойства среды, в которой происходит движение. Например, кине-
тическую энергию бесконечно малой частицы определяет квадрат скорости (инвариант  

2 , величина кинетической энергии не должна зависеть от направления скорости частицы),  

2/)2/(/ 2
00

22
220 vVmvkVEk    или 2/02 k ,  (19) 

где m  – масса частицы, 0  – плотность материала. Изменение потенциальной энергии 

при движении в гравитационном поле Земли зависит от вертикального перемещения частицы 
(инвариант 1 , ось z направлена от центра Земли): 

zgkVE p  0110/    или  gk 01  ,  (20) 

где g – ускорение свободного падения, множитель gk 01   учитывает свойства мате-

риала и среды, в которой происходит движение. 
Коэффициенты при интегральных по времени инвариантах, в том числе для пути (5), 

должны характеризовать диссипативные процессы, например, связанные с трением на внешних 
поверхностях движущихся частиц и на поверхностях разрыва кинематически возможных 
полей скоростей. 

Переход от инвариантов уравнений движения к объёмной плотности энергии позволяет 
получить практически все используемые в классической механике твердого тела уравнения, 
включая определяющие уравнения теории упругости и пластичности, а также дифференци-
альные уравнения движения, из закона сохранения энергии в виде приращений: 

0)(0   iikdVЕd  .     (21) 

Уравнение (21) может быть справедливым только для изолированной (замкнутой) 
системы, которая не обменивается с окружающей средой ни веществом, ни энергией [1, 2]. 
К изолированным с определёнными погрешностями можно отнести маятниковые системы, 
если пренебречь сопротивлением воздуха и трением в подвеске. 

Большинство механических систем нельзя считать изолированными. Для таких неза-
мкнутых систем влияние отбрасываемой внешней среды должно быть заменено неким внеш-
ним воздействием, энергетически эквивалентным по влиянию на движение элементов выде-
ляемой подсистемы, которое будем называть энергией внешних воздействий, и обозначать 

еЕd . Тогда закон сохранения энергии (21) для бесконечно малой частицы принимает вид: 

0)(0   eii dEkdVЕd  .    (22) 

Для учета энергетических потоков со стороны окружающих частиц воспользуемся 
общепринятой методикой [1, 2], использующей скалярное произведение векторов силы 

Р


  и скорости v


 точек их приложения:  

dtvPЕd е   )(


              (23) 

Суммирование в правой части должно быть проведено по всем ограничивающим 
рассматриваемую бесконечно малую частицу поверхностям. Предполагая все функции диффе-
ренцируемыми и заданными в переменных Лагранжа, с учетом возможных изменений 
сил и скоростей на противоположных гранях, с точностью до бесконечно малых 1-го порядка 
(по пространственным переменным и времени), получим: 

     tixxxptitipxxе xPPPxxPPdtЕd
iiippipip ,,,,/    .  (24) 

Отношения бесконечно малых сил рiР  к площадям граней в их исходном состоянии: 

)/(  ii P ;   )/(  ii P ;   )/(  ii P  ,  (25) 

будем называть напряжениями в пространстве переменных Лагранжа или напряжениями 
Лагранжа. Первый индекс ),,( p  указывает направление нормали к рассматриваемой 
площадке в исходном состоянии, второй индекс i – направление проекции силы, может 
принимать значения ),,( zyxi . 
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Напряжения pi  подобны напряжениям Пиола – Кирхгофа [1, 2], но отличаются 

от них не только предполагаемой областью изменения аргументов (пространство переменных 
Лагранжа), но и неоднозначным выбором начала отсчета шкалы средних напряжений, которое 
может быть смещено относительно общепринятой [4, 10]. 
 С обозначениями (25) вместо (24) получим: 

 ppititpipiе xxdtVdtvPЕd    /)( ,,0



.
   (26) 

Напряжения pi  образуют несимметричный тензор. С учетом энергии внешних взаи-

модействий (26): 

   tpipiе xdtVЕd ,0/  ppitix  /,       (27) 

закон сохранения энергии (22) можно записать в форме энергетического баланса:  

0)...( ,1313,33,22,110  dtkkkkVЕd tttt  . 

Используя соотношения (20) для потенциальной и (19) для кинетической энергии  
(ось z направлена вертикально вверх),  

dtVgzЕd t 001   ,  dtVzzyyxxЕd ttttttttt 002 )(   , 

уравнение (26) принимает вид  

0]...)([ ,1313,33000  dtkkzzyyxxgzVЕd tttttttttttt    (28) 

или 

ttttt kkkkk ,1313,66,55,44,33 ...      tztytxtztytx zyxzyx  

  ttxxxttztytx xxzyx 0///    

 +  ttxxxt xx 0///     +  ttzzzt zz 0///    . 

Энергия не должна зависеть от субъективного фактора – выбора системы отсчета 
скоростей, поэтому сумма последних трех слагаемых должна обращаться в 0 (эквивалент 
принципа наименьшего принуждения). Более жесткое условие равенства нулю каждой 
из скобок соответствует дифференциальным уравнениям движения или равновесия: 

ttippi x ,0/      или  0/  ppi  .   (29) 

 Последняя система соответствует условию минимума функционала:  

 
V

tititi

V

tpipi xxxVхW   ),,( ,,,,

0

. 

Следовательно, действительное поле скоростей обеспечивает минимум интегральной 
мощности деформации W. 
 Пренебрегая процессами диссипации (без учета инвариантов, связанных с интегриро-
ванием по времени), вместо уравнения (28) получим: 

dtVЕdЕdЕdЕdЕdЕd 0765321   . 

Учитывая, что приращение третьего инварианта 3  содержит производные третьего 

порядка по времени от текущих координат, которые не могут входить в обобщённый закон 
движения, в дальнейшем ограничимся, с учетом дифференциальных уравнений движения 
(29), соотношением: 

tpipix , = )(5  ttt zyxk  + 

+ )(2 6  ttttttttt zzzzzzyyyyyyxxxxxxk  + 

+ )~~~~~~~~~(7  ttttttttt zzzzzzyyyyyyxxxxxxk  .  (30) 
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Инварианты (14) не включены в энергетический баланс обратимой деформации  
(30), так как их множители содержат производные от компонент ускорений по направлениям 

ttpix , , которые не входят в выражение (27) для мощности внешних воздействий. 

Напряжения pi , которые характеризуют поверхностную плотность сил (25), следует 

отнести к важнейшим характеристикам процессов деформации, так как именно они, в соот-
ветствии с дифференциальными уравнениями движения (29), определяют ускорения частиц 
и движение системы в целом. 

Зависимости напряжений от свойств материала и деформированного состояния 
изучают в специальных разделах и формулируют в виде конституциональных (определяющих) 
уравнений или в виде законов, например, закона Гука или закона упругого изменения объёма. 
Как правило, эти уравнения определяют из экспериментальных исследований, но, как отмечено 
в работе [1], для этого могут быть использованы и общие термодинамические принципы. 
В частности, соотношения между физическими свойствами ki, компонентами тензоров 
напряжений pi  и деформаций pix ,  следуют непосредственно из закона сохранения энергии 

(30), который удобнее записать в виде: 

)(5  ttt zyxk  + 

+ )(2 6  ttttttttt zzzzzzyyyyyyxxxxxxk  + 

+ )~~~~~~~~~(7  ttttttttt zzzzzzyyyyyyxxxxxxk  = 

   tztytxtztytx zyxzyx   tztytx zyx 
.
 

Это равенство следует рассматривать как энергетическое тождество для каждой 
частицы, которое должно выполняться при любых видах движения, независимо от свойств 
материала или среды, в которой происходит движение. Оно является достаточным основанием 
для перехода к новым, более предпочтительным при использовании переменных Лагранжа, 
мерам деформации (6), скоростям деформации (13) и напряжений (25).  
 Приравнивая коэффициенты при одинаковых компонентах тензора (13), получаем 
соотношения между компонентами напряжений, деформаций (6) и константами ki, характе-
ризующими физические свойства материала  

 xkxkkx
~2 765  ,  xkxkx

~2 76  ,  xkxkx
~2 76  ,   …    zkzkkz

~2 765  , 

которые можно записать в общем виде 

рiрipiрi xkxkk ,7,65
~2   .     (31) 

В соотношениях (31) и далее pix ,
~  – алгебраические дополнения элементов pix ,  матрицы 

(6), единичный тензор pi  принимает значения 1pi при соответствии индексов «р» и «i», 

т. е. 1pi  для zух   ,,  и 0pi для всех остальных напряжений. 

Как следует из уравнений (31), напряжения Лагранжа pi  зависят от 3 физических 

характеристик материала. В исходном состоянии, когда переменные Эйлера и Лагранжа 
совпадают (матрица (6) преобразуется в единичную), компоненты тензора определяют только 
физические свойства:  

765 2 kkkzуx     , 0 zzууxx   . 

Субъективные факторы, в том числе выбор способа определения энергии, влияют 
на значения коэффициентов k5 – k7 и напряжения pi . 

Для выявления зависимости между напряжениями Лагранжа pi  и Коши ij  рассмотрим 

энергетический баланс в начальный момент времени, когда вместо (28) можно записать: 
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)/()/( ,,, ttijijtjtijij xxxxVdtЕd   .   (32) 

Выражения в скобках соответствуют дифференциальным уравнениям движения 

ttijij xx ,/   . Переходя от производных по переменным Эйлера tjijti xxx ,, /   к произ-

водным по переменным Лагранжа tpipti xx ,, /    с помощью общих соотношений, вытека-

ющих из уравнений движения (3), Rxfxf pipi /~)/(/ , , и приравнивая коэффициенты 

при одинаковых множителях tpix ,  в правых частях уравнений (26) и (32), получим систему 

линейных уравнений pjjipi x ,
~  , которые формально совпадают с известными статическими 

условиями на контуре и по существу определяют связи между напряжениями Лагранжа 
и Коши, справедливые для любого момента времени:  

Rx pjpiji /,  .     (33) 

Равенства (33) известны как зависимости между напряжениями Коши и Пиола – 
Кирхгофа [1], их можно трактовать как следствие условия инвариантности энергии по отно-
шению к выбору начала отсчета времени. В развернутой форме они имеют вид: 

  Rxxx iiixi /   ,   Ryyy iiiyi /   ,   Rzzz iiizi /   . 

С учетом 75    для напряжений ji  окончательно получаем: 

   )~~~()(2
11

,,,,,,7,,,,,,6,5,,,   ijijijjijijijjijijiji xxxxxxkxxxxxxkxk
R

xxx
R

 ,  (34) 

например,  

    RххххххkхххkхkRххх ххххх /)~~~()(2/ 7
222

65    , 

    RyxyxyxkyxyxyxkxkRxxx yyyxy /)~~~()(2/ 765    . 

Учитывая, что множители коэффициента 7k  в уравнениях (34) могут принимать только 

2 значения Rxxxxxx ijijij   ,,,,,,
~~~  при i = j и 0~~~

,,,,,,   ijijij xxxxxx  при ji  , 

фактически коэффициент 7k  входит только в нормальные напряжения: 

    RRkxxxxxxkxkRxxx iiiiiiiiiiiiiii /)(2/ 7,,,,,,6,5,,,    . 

Основной инвариантной характеристикой напряженного состояния можно считать 
среднее напряжение Коши  :  

776655 323  kkkR  . 

Из энергетических соотношений (28) – (34) следует, что напряжения (31) предпочти-
тельнее: они энергетически обоснованы и связаны простыми уравнениями с имеющими чет-
кий геометрический смысл характеристиками деформированного состояния. 

 
ВЫВОДЫ 

 Описание движения в форме Лагранжа имеет ряд преимуществ за счет возможности 
использования достаточно простого принципа суперпозиции, который позволяет получать 
уравнения движения сложных процессов, используя соответствующие решения для простых 
составляющих. Дифференцирование уравнений движения по времени и пространству опре-
деляет характеристики деформированного и, если известны свойства, напряженного состояний. 
Оценку точности решения следует проводить по выполнению дифференциальных уравнений 
движения или равновесия. Для повышения точности результатов значения варьируемых 
параметров, используемых в уравнениях движения (3), можно уточнить из условия минимума 
интегральной мощности деформации, по аналогии с обычным методом верхней оценки. 
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