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Так как суперпозиция сводится к замене переменных Лагранжа внешнего движения 
выражениями для соответствующих переменных Эйлера (через переменные Лагранжа) 
для внутренних движений [3], наиболее важным является выбор последовательности наложения 
процессов. Если в задачи исследования входит учёт упругих деформаций, тогда они должны 
рассматриваться как внутренние по отношению к пластическим. При использовании предпо-
ложений о постоянстве объёма частиц учитываются только необратимые деформации. 
Для неустановившихся процессов, как правило, перемещения совмещаемых операций имеют 
один порядок и поэтому любое из совмещаемых движений можно рассматривать как внут-
реннее, а другое – как внешнее [6]. Для установившихся процессов внешними (наложенными) 
будут перемещения инструмента вместе с заготовкой, внутренними (вложенными) – движения 
за счет деформации. 

Если предполагается суперпозиция трёх и более совмещаемых процессов, тогда надо 
последовательно провести суперпозицию внутренних, по отношению к остающимся, процессов, 
принимая любое из них как внешнее к совмещаемым. Общее количество совмещаемых 
процессов не ограничено, но диапазон изменения переменных Лагранжа должен быть общим 
для всех процессов. Входящие в совмещаемые процессы параметры времени, например, угол 
поворота при кручении и изменение высоты при осадке заготовки, в общем случае являются 
независимыми, можно предусматривать как одновременное, так и последовательное проте-
кание совмещаемых процессов.  

После каждого наложения (суперпозиции) сложность уравнений возрастает и это создает 
трудности для продолжения исследований в аналитической форме. Однако это не относится 
к численным расчетам, так как суперпозиция в этом случае сводится к простой замене иден-
тификаторов в соответствующих программируемых выражениях, например, к замене адресов 
в пакете Excel. Взаимная замена внешних и внутренних движений может влиять на сложность 
(точнее, громоздкость) аналитических выражений, но практически не отражается на численных 
результатах расчётов. 

Принимая во внимание целесообразность применения излагаемой методики именно 
для сложных процессов, особо выделим этапы численных расчетов, которые должны обяза-
тельно включать последовательный расчет (для всех точек сетки лагранжевых координат 
в исследуемом очаге деформации) текущих координат Эйлера (по принятым уравнениям 
движения в форме Лагранжа), их производных по времени (компоненты скорости и ускорения), 
а также по направлениям. Последние определяют деформированное и энергетическое состо-
яние частиц в соответствии с уравнениями, приведенными в работе [2]. При достаточно малом 
шаге приращения координат между смежными точками можно использовать численные 
методы дифференцирования, например, по среднеквадратичным параболам. Выбор методов 
дифференцирования зависит от точности исходных данных, например, по перемещениям 
на контактных поверхностях (условия трения), и требуемой точности результатов 
для мощности, усилий или значений накопленной деформации. 

По результатам дифференцирования определяем инварианты уравнений движения, 
компоненты тензоров скоростей деформации и деформации для каждого из налагаемых 
процессов. Эти данные могут быть полезны для оценки влияния любого из совмещаемых 
процессов на конечные результаты после суперпозиции движений. 

Как отмечено выше, при расчете координат Эйлера совмещенного процесса достаточно 
поменять идентификаторы (адреса) переменных Лагранжа в расчете внешнего движения 
на идентификаторы (адреса) переменных Эйлера внутреннего движения. В дальнейшем 
процедуры расчета для совмещенного процесса не отличаются от таковых при расчете 
совмещаемых процессов. Вычисления следует продолжать вплоть до расчета локальной, 
а затем и интегральной (по всему объёму заготовки) мощности деформации, так как именно 
по характеру изменения последней можно найти наиболее приближенные к действительным 
значения варьируемых параметров, используемых в уравнениях движения, и любых других 
характеристик, включая мощность и усилия деформации. 
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В конечной стадии расчетов следует провести проверку выполнения условия постоян-
ства объёма и граничных условий для перемещений, а также дифференциальных уравнений 
движения или равновесия [1, 2]. Это может служить критерием точности полученных 
результатов по всем другим параметрам. При необходимости расчет может быть повторен 
с изменением порядка наложения совмещаемых процессов или особенностей их реализации 
(последовательное или одновременное). Анализ результатов удобнее проводить по графиче-
скому их отображению в виде кривых или поверхностей, отражающих зависимость, например, 
интегральной мощности от значений варьируемых параметров. 

Расчет необходимых внешних энергетических затрат, других локальных или интеграль-
ных параметров для оценки устойчивости процесса или его оптимизации по конструктивным 
параметрам используемого инструмента, скоростным и пр. факторам следует проводить 
после выбора обоснованных значений варьируемых параметров. Если для исследуемых 
материалов известны физические свойства [9], тогда можно использовать новые критерии 
предельных деформаций и определять усилия на поверхностях инструмента через напряжения 
Лагранжа [2].  

Ниже приведены наиболее часто используемые уравнения движения в форме Лагранжа 
и компоненты скорости для простейших процессов с примерами их суперпозиции и проверкой 
выполнения условия постоянства объёма в дифференциальной (через первый инвариант 
тензора скорости деформации) и интегральной (через отношение объёмов частицы в текущем 

V  и исходном 0V  состояниях 0/ VVR  ). Указаны также источники, в которых подробно 

рассмотрена методика их получения.  
Для однородной осадки (при отсутствии трения на контактных поверхностях) цилин-

дрического образца уравнения движения имеют вид [10, 11]: 

hh /00  ,  00 / hhzz  ,                  (1) 

где h0 и h – начальная и текущая высота заготовки, 00 , h  и h,  – начальные (лагран-

жевы) и текущие (эйлеровы) радиальные и осевые координаты частиц, соответственно. 
Параметром времени является изменение высоты заготовки hhh  0  или её текущая высота 

h. Дифференцируя соотношения (1) по времени t, получаем компоненты скорости в формах 
Лагранжа и Эйлера: 

h
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где dtdhv /0   – скорость перемещения верхней плиты. Область определения пере-

менных определяют размеры заготовки в исходном и текущем состояниях 000 R  , 

000 hz  , R 0 , hz 0 , R, h – текущие (в рассматриваемый момент времени) радиус 

и высота заготовки.  
При полном прилипании (максимальное трение на контактных поверхностях) уравнения 

движения и компоненты скорости определяют уравнения [6]: 
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где параметр С0 характеризует начальное положение частицы ( 000 / hz ). Радиальная 

и осевая компоненты скорости в форме Эйлера: 
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где hz /  – относительная осевая координата, 0v  – скорость сближения плит (может 

изменяться по мере изменения высоты заготовки). Начальные ( 0zz  , 0   при 00 hz  ) 

и граничные ( 0  при 00  , 0z  при 00 z  и hz   при 00 hz  ) условия, а также условие 

постоянства объёма в форме дивергенции вектора скорости 0vdiv


 или отношения объёмов 
частицы в текущем и исходном состояния (якобиан преобразования в соответствии с уравне-

ниям движения (1) или (2) R= 0/ VV  = 1) выполняются. 

Осадку цилиндра с промежуточным трением [6] можно рассматривать как наложение 
двух процессов, предполагая, что при сближении плит на величину h  одна часть 

hkh  11  ассоциируется с неравномерной деформацией, а другая hkh  22  – с равно-

мерной ( 121  kk ). На первом этапе при изменении высоты заготовки от 0h  до 1h  при 

02211001010101 )1()1()( hkhkhkkhhhkhhkhhhh   

происходит, например, неравномерная деформация, а на втором (при уменьшении 

высоты заготовки от 1h  до h ) – равномерная. На первом этапе уравнения движения имеют 
вид (2). На втором следует использовать уравнения (1) с новыми значениями лагранжевых 
координат:  
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Если же считать, что на первом этапе происходит равномерная, а на втором – нерав-
номерная деформация, тогда вместо (3) получаем: 
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В уравнениях (3) и (4) предусмотрено два решения, когда начало координат совмещено 
с центром образца: в верхней части заготовки перед квадратным корнем следует брать знак 
«+», в нижней – знак «–». Частица с начальными безразмерными координатами 5,00  , 

8,00 z  после уменьшения высоты с 0,10 h  до 6,0h  при значении 8,01 k  переходит 

в точку с координатами 648,0 , 458,0z  по первому варианту расчёта и в точку 
650,0 , 455,0z  по второму варианту, разница менее 1 %. 

Подставляя в (4) вместо 1h  его значение через коэффициент 1k  (или 2k ), получим 
уравнения для координат при одновременном протекании этих процессов и любом текущем 
значении h: 
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Компоненты скорости в переменных Лагранжа и Эйлера можно получить после 
дифференцирования этих уравнений по времени [6, 11]. 

Принимая во внимание уравнения при кручении относительно оси z:  

0zz  ,  0  ,  00 )/( zL  ,   (6) 

можно получить уравнения движения для осадки с кручением при любых условиях 
трения. В этом случае уравнения (5) не изменяются, добавляется уравнение для угловой 
координаты в сечениях z.  
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Для осадка кольца можно использовать уравнения движения [5]: 

0
22

0
22 /)( hhаа   ,  00 / hhzz  ,    (7) 

с компонентами скорости: 

)2/()( 22
0 havu t   ,  hzvzw t /0 , 

где а – радиус кольцевой поверхности, на которой отсутствуют радиальные переме-
щения ( априu  0 ). Предполагается, что он зависит от условий трения и соотношения 
размеров кольца, на каждом этапе деформации определяется из условия минимума требуемой 
мощности деформации [12]. 

При раздаче (обжиме) без изменения толщины кольца (затекание в щель) можно 
воспользоваться уравнениями движения [11]: 

)(2
0

2 tf  = 2
0

22
0 rr   , 0zz  .    (8) 

Функция времени f(t) определяется значениями текущего и начального радиусов 
r и r0 на внешнем (или внутреннем) контуре кольца на контакте с инструментом. Радиальная 
скорость dtdru /0   на этой поверхности предполагается известной. Для произвольной 

частицы компоненты скорости определяют уравнения: 

dtrdrt /22   )/(/)/(/ 0  rudtdrrdtdu  , 0/  dtdzw . 

Условие постоянства объёма в интегральной и дифференциальной формах: 

1
10

00

0

 





R ,  002020 








r

u
r

u
z

wuu
, 

выполняются. 
При суперпозиции осадки (1) и раздачи (10) в обоих вариантах выбора внешнего 

и внутреннего движений получаем одинаковые уравнения: 

h

h02
0

2   ,  00 / hhzz  .     (9) 

Однородным сдвигом при осесимметричной деформации кольцевой заготовки в данной 
работе, по аналогии с однородным сдвигом при плоской деформации, названы два процесса. 
В первом движение частиц описывают уравнения (  – угол сдвига в меридиональной плос-
кости от оси  ): 

0  ,  00  zz      (10) 

с областью определения переменных Лагранжа 000 R  , hz  00 . При осевой 

скорости на внешней боковой поверхности заготовки 00 Rv t  для произвольной частицы 

получаем: 

0 tu  ,  000000 // RvRvzw tt   . 

Условия постоянства объёма, как и в предыдущих случаях, выполняются. 
Во втором варианте сдвиг определяют отклонения сечений const  от вертикали 

(оси z), движение частиц описывают уравнения:  
2

0
22

0
2 rr   ,  0zz       (11) 

с областью определения переменных Лагранжа 000 Rr   , hzzz mm  0 ,  

где zm – осевая координата нижней плоскости рассматриваемого кольцевого элемента. 
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Наклон линий const  в меридиональной плоскости определяет изменение радиальной 
компоненты скорости на внутренней поверхности, например, в виде линейной функции z : 

hzzuuuu m /))(( 121  . 

Скорость изменения угла сдвига при линейной зависимости u(z) составляет  
huut /)( 12  , для произвольной частицы внутри рассматриваемой области получаем: 

)]([),,( 012
0

22
0

00 mtt zzu
rr

r
tzu 


 


 ,  0 tzw . 

Если принять, как в первом варианте, частицу с координатами 0, 000  mzzr  

неподвижной, тогда: 

2
0

22
00000 ///),,( rrrzrzrutzu ttkt   . 

На внутреннем контуре 00200 /),,( zhzurtzru ttk  .  

Наложение двух вариантов сдвига (10) и (11) при одновременном или последовательном 
протекании этих процессов описывают уравнения движения в форме Лагранжа:  

2
0

22
0

2 rr   ,  00  zz .    (12) 

Для суперпозиции раздачи (8) и сдвига (10) при любом выборе внешних и внутренних 
движений для совмещенного движения получаем:  

)(2
0

2 Tf  ,  00  zz .    (13) 

Для различных вариантов высадки можно рекомендовать уравнения движения [6]:  

0

0000

0

)(

hh

zhhhz 





, 
)( 000

0

0 hhzhh

hh

z

z


    (14) 

с полем скоростей 
2/ hzvu n  ,  22 / hzvw n , 

где 00, hz  – начальные значения осевой координаты частицы и высоты заготовки, 

соответственно, hz,  – их текущие значения. Поле скоростей и траектории частиц предпола-

гаются симметричными относительно оси процесса, радиальная компонента скорости 
0),,( hzu   при 0 . Осевая компонента скорости ),,( hzw   отсутствует на нижней 

торцевой плоскости зоны деформации ( 0w  при 0z ) и равна скорости пуансона nvw   

на верхней контактной поверхности при hz  . 
Для высадки в один или два перехода можно также использовать приведенные выше 

уравнения (2) [6], так как на большей части процесса приближённо высадку можно рассмат-
ривать как осадку цилиндра между параллельными плитами, когда сферическая форма пуан-
сона отождествляется с зоной «мёртвого» металла и полным прилипанием заготовки на длину 
волокна поверхности пуансона.  

Для гибки в области упругих и пластических деформаций можно использовать урав-
нения [10]: 

 /;cos;sin 0xryx   .   (15) 

Радиус r(t) волокна, совпадающего с осью «х» в исходном состоянии (координата Лагранжа 
00 y ), характеризует изменение эйлеровых координат во времени. Функция ),,( 00 ryx  

зависит от кривизны r и лагранжевых координат ( 0x , 0y ), произведение 0x  определяет 
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новую consty 0 , ),( 0yr  – его текущий радиус. Условие 0/ 0  x  вытекает из сделанного 

выше предположения, что волокна преобразуются в дуги окружностей, их радиус зависит 
только от ординаты 0y . 

Если пренебречь изменением толщины волокон в процессе изгиба, тогда радиус 
их кривизны составит 0уr   [7]. При указанных предположениях уравнения движения 

частиц полосы принимают вид: 

sin)( 0уrx  ,  cos)( 0уrry  ,  rх /0 .  (16) 

Волокна соnstу 0  образуют дуги окружностей с единым центром, но разными ради-

усами кривизны: 
2

0
22 )()( уrryx  , 

при сохранении равенства объёмов частиц в деформированном и исходном состояниях.  
Для уравнений движения (16) гипотеза плоских сечений не выполняется, но более 

простая в математическом отношении она приводит к результатам, практически совпадающим 
с получаемыми на основе уравнений (15) как по смещениям, так и по изменению объёма, 
напряженному и деформированному состояниям. 

Можно предложить иные варианты траекторий с выполнением условия постоянства 
объёма, в том числе, когда длина волокон остается неизменной. Тогда безразмерный параметр 

rх /0  зависит от координаты 0х  и радиуса волокна r, который в свою очередь зависит 

только от координаты 0у : 

)/sin( 0  хx  , )/cos( 0  хrу  ,  constzz  0 .  (17) 

Из условия постоянства объёма R = 1 с учетом граничного условия r  при 00 y  

получим 0yr  . Система (17) отличается от предыдущей (16) значениями аргументов 

тригонометрических функций: 

0

0
0 sin)(

уr

х
уrx


   

0

0
0 cos)(

уr

х
уrry


  constzz  0 . 

В отличие от ранее рассмотренных вариантов, характеристики деформированного 
и напряженного состояний зависят преимущественно от координаты 0х , что характерно 

для сдвига с практически однородным деформированным состоянием по сечению полосы. 
При этом практически на всем протяжении процесса сохраняется вертикальное положение 
торцевой плоскости на кромке полосы. 

Для гибки толстых листов, когда торцевую поверхность на всем протяжении процесса 
можно считать плоской и наклоненной под любым углом к её исходному состоянию, 
для описания уравнений движения частиц заготовки можно воспользоваться принципом 
суперпозиции [3] с использованием двух рассмотренных выше вариантов движения. Если 
считать внешним движение в соответствии с уравнениями (16), а внутренним – (17), тогда 
совмещенное движение описывают уравнения: 























0

00

0

0
0 sinsincos)(

уr

х

r

уr

уr

х
уrx ,  






















0

00

0

0
0 sincoscos)(

уr

х

r

уr

уr

х
уrry . 

Если же считать внешним движение (17), а внутренним – (16), тогда соответственно 
получим:  

   rхrхуrx /sinsin/cos)( 000 ,     rхrхуrry /sincos/cos)( 000 . 
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Необычность аргументов тригонометрических функций связана с особенностями 
накладываемых движений. Эти уравнения иллюстрируют сложность построения кинематиче-
ски возможных полей скоростей для подобных процессов без описания уравнений движения. 

До сих пор были рассмотрены уравнения движения в очаге деформации. Однако, 
во многих случаях, например, при изгибе полосы сосредоточенной силой, приложенной 
к её торцевому сечению, возникают внешние деформируемые или жесткие зоны, движение 
которых также должно учитываться. В таких случаях заготовку, в частности, полосу, следует 
представить состоящей из двух зон: деформированной на участке контакта полосы с инстру-
ментом и недеформированной. В жесткой зоне уравнения движения должны соответствовать 
движению абсолютно твердых тел:  

 cos)(sin)( 00  rxуrx ,    sin)(cos)( 00  rxyrry . 

Волокна остаются прямыми, их наклон изменяется по мере увеличения угла изгиба 
)(t , который является функцией времени. Компоненты скорости в этой зоне: 

]cossin)[( 00   yrxх tt ,    ]sincos)[( 00   yrxy tt  

соответствуют вращению абсолютно твердого тела с угловой скоростью t , мгновенный 

центр скоростей находится на пересечении волокна, проходящего через начало координат, 
с плоскостью, ограничивающей деформированную часть полосы. Компоненты скорости 
в этой зоне в форме Эйлера: 

)]cos1([   rух tt ,  )sin(  rху tt   

подтверждают, что изменение объёма и сдвиги отсутствуют. 
В качестве примера установившегося процесса можно рассмотреть поперечно-

винтовую прокатку [13]. Описание движения в форме Лагранжа не требует строгой форму-
лировки граничных условий на свободных поверхностях заготовки и позволяет перейти 
к более простым уравнениям. Принимая в качестве переменных Лагранжа начальные коор-
динаты частиц 0х , 0у , 0z , этот процесс можно рассматривать как наложение поступательного 

движения с постоянной скоростью 0v  в направлении оси прокатки: 

0xх  ,  0yу  ,  tvzz 00  ,      (18) 

вращения с постоянной угловой скоростью 0   

  sincos 00 yxx ,   cossin 00 yxy , t0  , 0zz    (19) 

и непосредственно деформации в пространстве между валками и в примыкающих к 
нему объемах («внешние зоны деформации»). Предполагая деформацию однородной по се-
чению гильзы и принимая логарифмическую меру Генки: 

)/ln( 0ll ,      (20) 

деформацию можно описать простейшими уравнениями как при линейном растяжении 
в направлении оси «z»:  

)exp(0 zzz  ,  )5,0exp(0 zxx    )5,0exp(0 zyy  .  (21) 

Здесь деформация z  является функцией времени, т.е. в процессе деформации возни-
кают скорости перемещения и скорости деформации, а после завершения процесса скорости 
деформации частиц обращаются в 0, полученные в результате этого относительные переме-
щения характеризуют деформированное состояние рассматриваемого объема. Если длину 
очага деформации (расстояние между плоскостями начала и окончания деформации растя-
жения) обозначить через L, тогда временную зависимость деформации можно записать в виде 

Ltvсz /0  ,       (22) 
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где 0  – деформация частиц при выходе из очага деформации, cv  – усредненная 

по длине очага деформации скорость заготовки. 
В результате суперпозиции уравнения совмещенного движения в форме Лагранжа 

принимают вид [13]: 

)sincos)(2/exp( 000   yxLtvx с , 

)cossin)(2/exp( 000   yxLtvy с , tvLtvzz с 000 )/exp(   .  (23) 

Дифференцирование этих уравнений по времени позволяет определить компоненты 
скорости, например в переменных Эйлера: 

yLхvv сx   2/0 , хLуvv сx   2/0 ,  Lzvvv сz /00  , 

а затем и скорости деформации в декартовой или цилиндрической системе координат. 
Значение якобиана системы (23) подтверждает, что деформация происходит без изменения 
объема частиц. При отсутствии деформации ( 0  = 0) скорость частиц в направлении 

оси z остается неизменной.  
 

ВЫВОДЫ 
Рассмотрен общий алгоритм исследования процессов деформации с использованием 

принципа суперпозиции и уравнений движения в форме Лагранжа. Алгоритм предусматривает 
использование известных решений, в том числе приведенных в данной работе, для описания 
траекторий частиц в очаге деформации и жестких зонах заготовки исследуемого процесса. 
Аналитическое или численное дифференцирование получаемых суперпозицией уравнений 
движения по переменным Лагранжа и времени является основой для расчета деформирован-
ного состояния (деформаций и скоростей деформаций) с последующим переходам к энерге-
тическим характеристикам с учетом истории деформирования и свойств материала (упроч-
нения). Предлагаемые системы уравнений движения удовлетворяют начальным условиям 
и условиям постоянства объёма. Алгоритм и приведенные уравнения могут быть использованы 
для анализа установившихся и неустановившихся процессов  деформации с применением 
новых энергетических критериев для накопленных деформаций, локальных и интегральных 
энергетических характеристик. 
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