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РЕШЕНИЕ ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ  

ПОЛУОБРАТНЫМ МЕТОДОМ 
 

При аналитическом решении задач механики деформированного тела возникает необ-
ходимость определения постоянных или функций интегрирования, которые появляются 
в результате решения дифференциальных уравнений. Определяются они из граничных усло-
вий. Однако в прикладной теории пластичности граничные условия также неизвестны. Ис-
пользуют либо экспериментальные данные [1], либо, задаваясь законом контактного трения, 
данные, полученные теоретически [2]. Такой метод решения задач механики деформирован-
ного твердого тела называют полуобратным. В работах [3–5] предложен метод решения 
плоской задачи теории пластичности с использованием гармонических функций. 

Целью работы – рассмотрение решения прикладных задач теории пластичности полу-
обратным методом. 

Рассматривается плоская задача теории пластичности. Система уравнений в данном 
случае имеет вид [3–5]: 
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Граничные условия 
( )ατ ⋅−Φ⋅−= 2sin Аkn ; 

( )/2sin αβγ ⋅−ΒΦ⋅=n      (2) 
где σ ,τ  – нормальное и касательное напряжение; nτ  – контактное касательное 

напряжение; α  – угол наклона площадки; 𝜅 − сопротивление пластическому сдвигу; γ  – 
сдвиговые составляющие тензора скоростей деформаций; Α  – постоянная величина, харак-
теризующая тригонометрическую функцию для напряженного состояния пластической сре-
ды; Β  – постоянные величины, характеризующие аргументы тригонометрических функций 
для скоростей деформаций; Φ  – гармоническая функция, зависящая от координат очага де-
формации и являющаяся аргументом тригонометрической функции. 

В систему входят два дифференциальных уравнения равновесия, условие пластично-
сти Мизеса, физическое уравнение связи напряжений и скоростей деформаций, условие по-
стоянства объема, дифференциальное уравнение неразрывности скоростей деформаций. Гра-
ничные условия на контакте заданы с использованием тригонометрических зависимостей [3]. 

Задача ставится одновременно и для напряжений и для скоростей деформаций. 
Решения системы уравнений (1) с использованием граничных условий (2) приведено 

в работах [3–6]. 
CсosCx ++ΑΦ⋅⋅= σθσ σ exp , 
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CсosCy ++ΑΦ⋅⋅−= σθσ σ exp , 
ΑΦ⋅⋅= sinexpθτ σCxy , 

ΒΦ⋅⋅=−= cosexp 'θξξ ξCyx ,        (3) 

ΒΦ⋅⋅⋅= sinexp2 '.
θγ ξCxy , 

при yx ΑΦ−=θ ,  xy ΑΦ=θ , 

yx ΒΦ−='θ ,  xy ΒΦ='θ ,      (4) 

0=+ yyxx θθ ; 0'' =+ yyxx θθ , 
0=ΑΦ+ΑΦ yyxx ; 0=ΒΦ+ΒΦ yyxx . 

где 'θ  – гармоническая функция, показатель экспоненты, характеризующая распреде-
ление сопротивления деформации сдвига в зоне обжатия; σC  – постоянная величина, опреде-
ляющая напряженного состояния пластической среды; ξC  – постоянная величина, характе-
ризующая поле скоростей деформаций; ξ  – линейные составляющие тензора скоростей де-
формаций. 

Из последующих соотношений следует, что функции θ , 'θ , ΑΦ  и ΒΦ  являются 
гармоническими. 

Рассмотрим решение задачи в напряжениях. Используя соотношения (4) можно полу-
чить для симметричного нагружения 

yx ⋅⋅ΑΑ=ΑΦ 6 , 

( )22
62

1 yx −ΑΑ−=θ               (5) 

С учетом условия пластичности и очевидных условий очага деформации для (3): 
ΑΦ⋅⋅−= cosexp2 θσ σC , 
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где h , l  – высота и длина очага деформации при осадке заготовки; 0k  – сопротивле-
ние пластическому сдвигу на контакте в начале очага деформации. С учетом последнего 
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Для численного подсчета напряжений необходимо знать постоянную 6ΑΑ . В работах 
[2, 7] показана графическая зависимость среднего коэффициента подпора от фактора формы 
l/h и коэффициента трения. Ограничивающая кривая сверху может быть представлена выра-
жением: 

125,0* +=
h
lp

Tσ
     (7) 
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где p  – среднее контактное напряжение, *
Tσ  – предел текучести, 

*
T

p
σ

 – средний ко-

эффициент подпора. 
Если коэффициент трения не превышает 0,5, тогда можно записать: 

( ) 11* +−=
h
lffp

Tσ
       (8)

 
С учетом (6) для коэффициента подпора 
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Среднего коэффициента подпора на контакте 
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где maxσ  – максимальное значение контактного напряжения. 
Приравнивая (8) и (9), имеем: 
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Логарифмируя 
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Отсюда 
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В первом приближении 1cos 0 ≈ΑΦ , тогда 
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С учетом граничных условий: 
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Используя выражения (6), (10), (11) были подсчитаны относительные контактные 

напряжения 
02k
yσ

 и 
0k
xyτ

 по длине очага деформации в зависимости от фактора формы l/h 

и коэффициента трения f (рис. 1, 2). 
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Рис. 1. Распределение нормальных и касательных контактных напряжений при коэф-

фициенте трения f = 0,3 и факторе формы l/h = 3, 5, 8, 10, 15, 20 
 

 
Рис. 2. Распределение нормальных и касательных контактных напряжений при факто-

ре формы l/h = 8 и коэффициенте трения f = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 
 
Анализируя вышеприведенные графики, можно сделать вывод о том, что с увеличе-

нием фактора формы и коэффициента трения увеличивается значение относительных кон-
тактных напряжений, что имеет место в реальных процессах при симметричном нагружении. 
Контактные напряжения качественно и количественно соответствуют общепринятым поло-
жениям механики деформированного тела. Эпюры нормальных напряжений соответствуют 
результатам работы [2]. 

Контактные касательные напряжения изменяются по тригонометрическому закону,  
в определенной степени являются обобщением подходов, изложенных в работах [1, 2]. 

Результаты работы [1], в данном случае, используются в виде граничных условий  
для определения постоянных в гармонических функциях, что позволяет определить область 
допустимых значений предложенного решения. 

 
ВЫВОДЫ 

1. Решение задач теории пластичности полуобратным методом предполагает исполь-
зование известных граничных условий (7). 

2. Определена область допустимых значений в решении, которые позволяют каче-
ственно и количественно верно получить распределение напряжений в области пластическо-
го течения.  
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