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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

СМЕЖНЫХ КЛЕТЕЙ ПРОКАТНОГО СТАНА 
 

В период захвата металла валками возникают крутильные колебания главной линии 
стана. Колебания привода механической системы клети создают первоначальный импульс 
для полосы, находящейся между валками рабочей клети. Процессы взаимодействия в упру-
гой полосе передают нагружение к смежной клети, главная линия которой в период захвата 
металла, со своей динамикой, воспринимает колебания системы предыдущей клети.  

Импульсное продольное нагружение приводит к динамическим процессам в полосе, 
которые оказывают воздействие на последующую клеть и ее динамические характеристики 
в процессе прокатки. Динамическое взаимодействие между смежными клетями стана рас-
сматривается, как волновой процесс в упругой полосе, соединяющей клети. 

Волновое уравнение для пространственной задачи имеет вид: 
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Ранее в работах [1–4], получены решения волнового уравнения. Воспользуемся 
для решения пространственной динамической задачи произведениями тригонометрических 
функций, аргументы которых представляются плоскими функциями, зависящими от времени 
и координаты. Решение ищем в виде: 

321 uuuu ++= . 
При этом 

11111 θсosсosCu ΦΑ= , 22221 θсosсosCu ΦΑ= ,  33331 θсosсosCu ΦΑ= . (2) 
Функции  

)t,x(f111 =ΦΑ , )t,x(f21 =θ , )t,y(f322 =ΦΑ , )t,y(f42 =θ , 
)t,z(f533 =ΦΑ , )t,z(f63 =θ , 

Возьмем производные с учетом (2): 
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( ) ( ) +ΦΑΦΑ−ΦΑΦΑ−= 111
2

111111111 coscossin θθ xxx CсosC  
( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ 1111111 sinsin θθ xxC  
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( ) ( ) +ΦΑΦΑ−ΦΑΦΑ−= 222
2

222222222 coscoscossin θθ yyy CC

( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ 2222222 sinsin θθ yyC  

( ) ( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ΦΑ− 222222222222 sinsinsincos θθθθ yyyy CC  

( ) 222
2

22 coscos θθ ΦΑ− yC .
 

(4) 

( ) ( ) ( ) ( ) 111
2

11111111111111 θΦΑθθΦΑΦΑθθΦΑθ CosCosCSinSinCSinCosC xxxxx −+−
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333333333 coscoscossin θθ zzz CC

( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ 3333333 sinsin θθ zzC
 

( ) ( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ΦΑ− 333333333333 sinsinsincos θθθθ zzzz CC
 

( ) 333
2

33 coscos θθ ΦΑ− zC
 . 
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Далее 
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( ) ( ) +ΦΑΦΑ−ΦΑΦΑ−= 111
2

111111111 coscoscossin θθ ttt CC
( ) ( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ΦΑ− θθθθ sinsinsincos 1111111111 tttt CC  

 
( ) ( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ΦΑ− 222222222222 sinsinsincos θθθθ tttt CC

( ) ( ) +ΦΑΦΑ−ΦΑΦΑ− 333
2

333333333 coscoscossin θθ ttt CC  
( ) ( ) 3333333 sinsin θθ ΦΑΦΑ+ ttC

( ) ( ) ( ) −ΦΑΦΑ+ΦΑ− 333333333333 sinsinsincos θθθθ tttt CC  

( ) 333
2

33 coscos θθ ΦΑ− tC . 

(6) 

Подставляя (3)–(6) в уравнение (1), после несложных преобразований, группируя воз-
ле тригонометрических функций, получим нелинейное дифференциальное уравнение в част-
ных производных, второго порядка, с возможной повторяющейся схемой упрощения  

( ) ( )[ ]{ −ΦΑΦΑ−ΦΑ− 11111
2

111 cossin θxxtt cС  
( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] +ΦΑΦΑ−+−ΦΑ− 111

2
11

22
1

2
1

22
11 coscos θθθ xtxt cc  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] }−ΦΑ−−ΦΑΦΑ−ΦΑ+ 1111
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2

111 sincossinsin2 θθθθθθ xxttxxtt cc

( ) ( )[ ]{ −ΦΑΦΑ−ΦΑ− 22222
2

222 cossin θyytt cС  
( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] +ΦΑΦΑ−+−ΦΑ− 222
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] }ΦΑ−−ΦΑΦΑ−ΦΑ+ 2222
2

2222222
2

222 sincossinsin2 θθθθθθ yyttyytt cc

( ) ( )[ ]{ −ΦΑΦΑ−ΦΑ− 33333
2

333 cossin θzztt cС  
( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] +ΦΑΦΑ−+−ΦΑ− 333

2
33

22
3

2
3

22
33 coscos θθθ xtxt cc  

(7) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] } 0sincossinsin2 3333
2

3333333
2

333 =ΦΑ−−ΦΑΦΑ−ΦΑ+ θθθθθθ xxttxxtt cc  
Избавляясь от нелинейности, получим варианты решений с разными знаками  

1. ( )xt c 111 )( θ=ΦΑ , ( )xt c 111)( ΦΑ=θ , 

( )yt c 222 )( θ=ΦΑ , ( )yt c)( 222 ΦΑθ = , ( )zt c)( 333 θ=ΦΑ , ( )zt c)( 333 ΦΑθ = . (8) 

2. ( )xt c)( 111 θΦΑ −= , ( )xt c)( 111 ΦΑθ −= , 

( )yt c)( 222 θΦΑ −= , ( )yt c)( 222 ΦΑθ −= , ( )zt c)( 333 θ−=ΦΑ , ( )zt c)( 333 ΦΑθ −= . 
(9) 

После упрощений, избавляясь от скобок выражение (7) запишется  

( ) ( ) +−− 222
2

222222222 θΦΑΦΑθΦΑΦΑ CosCosCCosSinC ttt
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( ) ( )[ ]{ −ΦΑΦΑ−ΦΑ− 11111
2

111 cossin θxxtt cС  

( ) ( )[ ] }−ΦΑ−− 1111
2

1 sincos θθθ xxtt c  

( ) ( )[ ]{ −ΦΑΦΑ−ΦΑ− 22222
2

222 cossin θyytt cС  

( ) ( )[ ] }−ΦΑ−− 2222
2

2 sincos θθθ yytt c   

( ) ( )[ ]{ −ΦΑΦΑ−ΦΑ− 33333
2

333 cossin θzztt cС ( ) ( )[ ] }3333
2

3 sincos θθθ ΦΑ− xxtt c 0=  

(10) 

Из (8) и (9) определяются вторые производные уравнения (10),по вариантам 
1. ( )xttt c)( 111 θΦΑ = , ( )xttt c)( 111 ΦΑθ = , 

( )xxtx c)( 111 θΦΑ = , ( )xxtx c)( 111 ΦΑθ = , 

( )yttt c)( 222 θΦΑ = , ( )yttt c)( 222 ΦΑθ = , 

( )yyty c)( 222 θΦΑ = , ( )yyty c)( 222 ΦΑθ = ,    (11) 

( )zttt c)( 333 θΦΑ = , ( )zttt c)( 333 ΦΑθ = , 
( )zztz c)( 333 θΦΑ = , ( )zztz c)( 333 ΦΑθ = , 

2. ( )xttt c)( 111 θΦΑ −= , ( )xttt c)( 111 ΦΑθ −= , 
( )xxtx c)( 111 θΦΑ −= , ( )xxtx c)( 111 ΦΑθ −= , 

( )yttt c)( 222 θΦΑ −= , ( )yttt c)( 222 ΦΑθ −= ,  

( )yyty c)( 222 θΦΑ −= , ( )yyty c)( 222 ΦΑθ −= ,      (12)  

( )zttt c)( 333 θΦΑ −= , ( )zttt c)( 333 ΦΑθ −= , 
( )zztz c)( 333 θΦΑ −= , ( )zztz c)( 333 ΦΑθ −=  

Вычитая вторые производные, имеем дифференциальные соотношения: 
( ) ( ) 02 =− jjiittii c ΦΑΦΑ ,     (13) 

( ) ( ) 02 =− jjitti c θθ . 

Используя соотношения (11),(12) определяемся уравнением для определения функций 
iiΦΑ  и iθ ,(13), где z,y,xj;,,i == 321 . 

Решение дифференциального уравнения  в частных  производных (1) представляется  в виде: 
333322221111 θθθ сosсosCсosсosCсosсosCu ΦΑ+ΦΑ+ΦΑ= ,   (14) 

Выражение (14) будет иметь силу и при разных сочетаниях тригонометрических функций  

 
( ) ( )+ΦΑ+ΦΑ⋅+⋅+ 2282272625

'
2 cossincossin CCCCC θθ   (15) 

( ) ( )3312331131039
'
3 cossincossin ΦΑ+ΦΑ⋅+⋅+ CCCCC θθ , 

( ) jitii c)( θΦΑ ±= , ( ) jiiti c)( ΦΑθ ±= , 

( ) ( ) 02 =− jjiittii c ΦΑΦΑ , 

( ) ( ) 02 =− jjitti c θθ . 

Результат (15) можно привести к уже известным решениям, которые изложены в ра-
боте [3]. Используя метод разделения переменных, получено выражение nu : 
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Α=

πππ sinsin .   (16) 

( ) ( )++⋅+⋅= 11411312111 ΦΑΦΑθθ CosCSinCCosCSinCCu '
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Установим соответствие коэффициентов в решениях (8) и (10), и определим соотно-
шения между функциями. Очевидно  

nC Β=2 ,   nC Α=1 ,  at
l
n
⋅

⋅
=
πθ , x

l
n
⋅

⋅
=ΑΦ
π

, 13 =C , 04 =C , 0'
3

'
2 == CC . 

Тогда, с учетом упрощений, имеем: 
( ) ΑΦ⋅+Α= sinsincos θθ nnn Bu . 

Покажем, что между функциями выражения (16), существуют соотношения  
вида (8), (9). Действительно: 

a
l
n

t ⋅
⋅

=
πθ ,  

l
n

x
⋅

=ΑΦ
π

,  0=ΑΦt , 0=xθ . 

Подставляя в соотношения xt aΑΦ= θ , xt aθ=ΑΦ , убеждаемся, что они удовле-
творены, имеют вид: 

l
naa

l
n ⋅

⋅=⋅
⋅ ππ

,  00 ⋅= a .  

Функции at
l

n
⋅

⋅
=
πθ  и x

l
n
⋅

⋅
=
πΑΦ  удовлетворяют гиперболическим дифференци-

альным уравнениям (13): 
02 =⋅− xxtt a θθ ;  02 =− xxtt a ΑΦΑΦ . 

Следует подчеркнуть, что в соотношениях (8), (9) и (13) определяется вид не самих 
функций, а условия их существования. В предлагаемой постановке и решении появляется 
возможность расширения круга рассматриваемых задач, за счет усложнения и разнообразия 
граничных, начальных условий. 

 
ВЫВОДЫ 

1. В периоды неустановившегося движения полосы в очаге деформации при прокатке, возни-
кают динамические нагрузки, взаимно влияющие на колебания главных линий смежных клетей стана. 

2. Динамическое взаимодействие между смежными клетями стана рассматривается, 
как волновой процесс в упругой полосе, соединяющей эти клети. 

3. Поставлена и решена пространственная динамическая задача теории упругости 
в аналитическом виде. 

3. Определены условия существования функций, определяющие предложенные решения. 
4. Рассмотрено известное частные решения линейной задачи, показано соответствие 

предлагаемому пространственному решению динамической задачи.  
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