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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА  
ПЛЮЩЕНИЯ ПОРОШКОВОЙ ПРОВОЛОКИ 

 
Сравнительный анализ технико-экономических характеристик альтернативных вари-

антов регенерации конструктивных размеров изнашивающихся рабочих поверхностей пока-
зывает, что в современных условиях дефицита материальных и энергетических ресурсов вос-
становительная наплавка является высокоэффективным ресурсосберегающим технологиче-
ским приемом [1]. Удовлетворение регламентаций эксплуатационной надежности наплав-
ленного металла, способности противостоять различным видам изнашивания, соблюдение 
принципов взаимозаменяемости и экономической целесообразности во многом определяется 
качеством электродного материала. С точки зрения показателей качества методы прогнози-
рования геометрических параметров плавящегося электродного материала в виде порошко-
вой плющенки, представлены на основе производственного опыта. Полученные ранее дан-
ные по изготовлению плющенки [2] не учитывает наличие порошкового сердечника.  

Отсутствие математического аппарата по определению результирующих геометриче-
ских и физико-механических характеристик порошковой плющенки делает актуальной зада-
чу разработки математической модели напряженно-деформированного состояния при реали-
зации данного процесса. 

Цель настоящей работы – разработка математического аппарата для определения 
напряженно-деформированного состояния и энергосиловых параметров при плющении по-
рошковой проволоки. 

Математическая модель напряженно-деформированного состояния в очаге деформа-
ции при плющении порошковой проволоки была основана на совместном анализе условия 
пластичности и дифференциального уравнения равновесия выделенного элементарного объ-
ёма. Используемая в этом случае расчетная схема очага деформации представлена 
на рис. 1, а. Здесь следует отметить, что в данной модели рассматривается процесс плюще-
ния порошковой проволоки в монометаллической оболочке, причем основным допущением 
в этом случае является отсутствие пластической деформации оболочки. 

Принимая в качестве исходных данных результаты анализа экспериментальных 
исследований, введем следующие допущения: 

• в качестве закона трения принят закон Кулона-Амонтона; 
• металл в процессе плющения течет только в поперечном направлении; 
•  механические свойства металла по ширине ленты непостоянны, т. е. необходимо 

определять относительную деформацию xjiε  в каждом элементарном объеме металла. 
Схема к расчету xjiε  представлена на рис. 2.  

 ( ) zoizoxji yy= xjh−ε ,  (1) 

где zoiy  – высота исходной заготовки для данного элементарного объема, находится 
из условия равенства площади фрагмента плющеной ленты ABCdE и сегмента исходной за-
готовки FmK, причем: 
 ;8/2

jixjxj ZhhABCdE +=π   (2) 

 3/2 zoii yaFmK ⋅= ,  (3) 

ia  – высота сегмента FmK, которая выражается через zoy , т.к. в уравнении (2) два 
неизвестных: 
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Рис. 1. Расчетная схема очага деформации при плющении порошковой проволоки:  
а – в продольном направлении прокатки; б – в поперечном направлении прокатки 

 
Рис. 2. Расчетная схема к расчету относительной деформации εxji 

 

Значение ia  находим путем последовательного подбора чисел от 0 до R0, причем 
условием, что число подобрано правильно, является равенство расчетных площадей ABCdE 
и сегмента FmK. 

Выразив с учетом принятых допущений геометрические характеристики, а также 
напряжения τxzji, рxzji, σxzji в конечно-разностном виде, как это показано на рис. 1, б, рассмот-
рим двухмерное условие статического равновесия выделенного элементарного объема ме-
талла в зоне пластического формоизменения [2]: 
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В то же время для порошкового материала нормальные напряжения σх можно выра-
зить через нормальные контактные напряжения рх преобразовав условие пластичности 
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для сыпучих сред, аналитическое описание которого с учетом допущения о плоскодеформи-
рованном состоянии порошковой среды имеет следующий вид [3]: 
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где αх, βх – текущие по длине очага деформации значения коэффициентов, учитыва-
ющих специфику деформации именно порошковой среды; 

σsx – текущее значение предела текучести твердой фазы данной порошковой компо-
зиции. 

Текущие значения коэффициентов αх и βх, согласно рекомендациям работы [3] могут 
быть определены как: 
 ( ) n

xx
m

xx a 2;1 γβγα =−= ,  (7) 
где γх=ρх/ρ0 – текущее по длине очага деформации значение относительной плотно-

сти; 
ρх,ρ0 – текущая плотность и плотность твердой фазы данной порошковой композиции; 
a, m, n – постоянные для каждого конкретного состава значения коэффициентов, ха-

рактеризующих интенсивность изменения αх и βх в зависимости от изменения показателя 
относительной плотности γх. 

В общем случае с учетом рекуррентной формы решения, принятого закона трения, 
условия пластичности (6) и с учетом известных значений σxzji и pxzji уравнение (5) содержит 
одно неизвестное pxzj(i+1) и его решением будет выражение [4]: 
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В качестве начальных условий использовали следующие выражения: 
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Таким образом, значения деформирующих напряжений в зоне пластического формо-
изменения определяли последовательно для каждого элемента, т. е. решая задачу в рекур-
рентном виде, и переходя далее по длине очага деформации. Направление вычислительного 
процесса приняли от кромок ленты к центру. 

Силу плющения, приложенную к j,i-му элементарному объему, определяли следую-
щим образом: 
 xzpP jixzjixz ∆∆= 2 . (11) 

Момент, приложенный к j,i-му элементу: 
 jjixzjixz xxzPM ∆∆= 2 .  (12) 

Сила и момент, приложенные к j-му сечению: 
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где nz – задаваемое количество разбиений по ширине каждого отдельного поперечно-
го сечения. 

Для определения силовых параметров при деформации металлической оболочки была 
разработана математическая модель напряженно-деформированного состояния металла 
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при изгибе листового металла. Данная модель основана на выделении элементарного попе-
речного сечения листа и численном решении конечно-разностной формы условия его стати-
ческого равновесия. В соответствии с этим, расчетная схема включает в себя исходное со-
стояние заготовки, характеризуемое толщиной S  и исходной кривизной 0χ , нагруженное со-
стояние с текущей кривизной 1χ  и конечное состояние, которое характеризуется требуемой 
кривизной остχ . Влиянием деформаций сдвига и связанными с ними касательными компо-
нентами тензора напряжений пренебрегаем, что позволяет использовать гипотезу плоских 
сечений и существенно упрощает аналитическое описание условия связи деформаций 
и напряжений. 

Непосредственно математическое моделирование заключается в разбиении попереч-
ного сечения листа на элементарные поперечные сечения с порядковыми номерами i = 1...ny 
и последующем определении их геометрических характеристик (см. рис. 3): 
 ;/ ynSS =∆     ( )5.02 −∆+= kSSyk . (14) 

 
Рис. 3. Расчетная схема к определению силовых характеристик при деформации обо-

лочки 
 

Количественные оценки относительных деформаций напряжения-сжатия могут быть 
получены исходя из чисто геометрического решения изогнутого листа, имеющего начальную 
кривизну 0χ  [4] 
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где срε  – относительная деформация растяжения линии, соответствующей средней 
линии листового металла. 

Для процессов холодной обработки давлением более приемлемым является использо-
вание в качестве показателя деформированного состояния не величины относительного об-
жатия, а интенсивности деформации ksε , определяемые как [5]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )213
2

32
2

2132 εεεεεεε −+−+−=
ks , (16) 

где 321 ,, εεε  – главные линейные деформации. 
Главные линейные деформации для плоского деформированного состояния связаны 

между собой следующими соотношениями: ( ) ( )
ksll εεε +==−= 1lnln 0131  и 02 =ε . 

Переходя к аналитическому описанию функциональной связи ( )
ksy εσ , введем допол-

нительное понятие остаточной степени деформации, определяемое с учетом известного зна-
чения модуля упругости материала E  [6]: 
 E

kkk ysост σεε −= , (17) 
а также дополнительные понятия напряжений текучести материала листа: 
 3

3
2

210 kkkk ssss aaaa εεεσ +++= , (18) 

где 3210 ,,, aaaa  – значения коэффициентов регрессии аналитического описания ин-
тенсивности деформационного упрочнения различных металлов и сплавов. 
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Полученные с учетом изложенного выше аналитические выражения при одновремен-
ном указании диапазонов их возможного использования, определяемых количественно соот-
ветствующим показателям интенсивности деформации 

ksε , сведены в табл. 1. 
Представленные зависимости (табл. 1) в сочетании с организацией численного инте-

грирования: 

 ∑
=

∆=
y
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k
ky ST

1
σ ; ∑

=
∆=

y

k

n

k
kky SyM

1
σ  (19) 

составили полный алгоритм по расчету напряженно-деформированного состояния изгиба 
оболочки. Показатели относительной деформации слоя, соответствующего координате цен-
тра тяжести рассматриваемого сечения для упругопластической нагрузки rсрε  и разгрузки 

( ) ( )11 ; ++ rостrост εχ  определяли на основе дополнительной итерационной процедуры, анали-

тическое описание которой имеет следующий вид: 
 ( )Syсрrср FET

rr
⋅−= εε ; ( ) E

kk ysrост σεε −=+1 ; ( ) ( )Syrостrост JEM
r

⋅−=+ χχ 1 , (20) 

где r – порядковый номер очередного цикла итерационной процедуры решения; 
sF , sJ  – площадь и момент инерции поперечного сечения оболочки. 

 
Таблица 1 

Зависимости для определения напряжений и деформаций металлической оболочки 

Параметр 
Характер нагружения металла 

Упругопластическое 
растяжение Упругая деформация Упругопластическое 

сжатие 

ksε  
( ) E

kkk sостs σεε +>+

 

( ) E
kkk sостs σεε +≤+  

( ) E
kk sостi σεε +≤−  

( ) E
kkk sостs σεε +<−

 

ykσ  
ksσ  ( )

kk остsE εε −  
ksσ  

остε  E
kk ys σε −  

kостε  E
kk ys σε −  

 
Для оценки степени сходимости итерационных процедур решения (20) использовали 

следующее условие: 
 01,02 ≤+= SMhT

rr yyrδ . (21) 

Энергосиловые параметры определяли на основе интегрирования показателей напря-
женного состояния порошкового сердечника и металлической оболочки. 

Все представленные выше зависимости легли в основу математической модели про-
цесса плющения порошковой проволоки в монометаллической оболочке.  

В качестве примера реализации модели на рис. 4 представлены расчетные распреде-
ления нормальных контактных напряжений и относительной плотности вдоль очага дефор-
мации при различных обжатиях. Из анализа зависимостей видно, что интенсивность роста 
данных параметров увеличивается в выходе из очага деформации, а уровень возрастает 
при увеличении обжатия. 

На рис. 5 представлена зависимость силы прокатки от толщины оболочки при различ-
ных обжатиях порошковой ленты. Из анализа данных распределений видно, что толщина 
оболочки оказывает влияние на энергосиловые параметры плющения порошковой проволо-
ки. Так, например, при увеличении толщины оболочки с 0,5 до 2,0 мм сила прокатки увели-
чивается в 4 раза. 
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Рис. 4. Распределение нормальных контактных напряжений и относительной плотно-

сти порошкового сердечника по длине очага деформации 
 

 
Рис. 5. Зависимость силы прокатки от толщины оболочки и обжатия 
 
На рис. 6 показаны расчетные распределения составляющих сил прокатки при дефор-

мации порошкового сердечника и металлической оболочки. При использовании оболочки 
толщиной 0,1 мм данные составляющие сопоставимы, а при увеличении толщины оболочки 
до 2,0 мм наблюдается превышение силы деформации оболочки над силой деформации по-
рошка от 3 до 11 раз в зависимости от обжатия. 

Рассмотренные теоретические результаты подтверждают необходимость учета де-
формации металлической оболочки при исследовании процессов плющения порошковой 
проволоки. 
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Рис. 6. Зависимость составляющих силы прокатки от толщины оболочки и обжатия 

 
ВЫВОДЫ 

Проведенные теоретические исследования показывают влияние толщины и материала 
оболочки порошковой ленты на энергосиловые параметры процесса, при этом составляющая 
от деформации оболочки может быть сопоставима с силой деформации порошкового сер-
дечника, а также превышать её в несколько раз. 
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