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Понятие «сила» до сих пор не имеет четкого определения в классической (ньютоновой) 
механике. Более того, в некоторых учебниках утверждается, что «сила считается основным, пер-
вичным понятием, не выражающимся через другие понятия» [1]. Ориентация на законы Ньюто-
на для материальной точки и неопределенность понятия «сила» приводят к многообразию их видов. 
Все аксиомы динамики в классической механике формулируются только для инерциальных систем, 
в которых тела покоятся или движутся прямолинейно и равномерно, пространство однородно 
и изотропно. В неинерциальных системах координат, движущихся с ускорением или вращающихся 
относительно инерциальных, не выполняется как первый, так и второй законы Ньютона.  

Чтобы уравнения движения материальной точки в неинерциальной системе совпадали 
по форме с уравнением второго закона Ньютона дополнительно к «обычным» силам, действу-
ющим в инерциальных системах, вводят силы инерции. Это многозначное понятие применимо, 
в том числе к даламберовым силам в инерциальных системах, эйлеровым силам инерции 
в неинерциальных системах, ньютоновым силам инерции (силы противодействия), определя-
емым третьим законом Ньютона. В литературе используются также термины «переносная», 
«кориолисова» силы инерции и др. [2].  

К силам инерции относятся и «центробежные силы», которыми называют силы 
(или их части) в неинерциальных системах отсчета, не зависящие как от скорости движения 
материальной точки в этой системе отсчета, так и от ускорений (линейных или угловых) 
самой этой системы относительно базовой инерциальной системы отсчета [3]. Переход 
к этому понятию позволяет применять законы Ньютона для расчета ускорений тел че-
рез баланс сил в неинерциальных системах отсчета, но, чтобы найти уравнения движения 
материальной точки, нужно знать законы преобразования сил и ускорений при переходе 
от инерциальной системы к неинерциальной [4]. 

В технической литературе обычно переход в неинерциальную систему отсчета 
не оговаривают явно и считают центробежные силы, действующие со стороны движущегося 
по круговой траектории тела на вызывающие это движение внешние связи, проявлением 
закона инерции, считая их равными по модулю центростремительным силам и направленным 
всегда в противоположную сторону.  

Интерес к центробежным силам объясняется их существенной ролью при решении 
как фундаментальных, так и прикладных вопросов механики. Дискуссия о силах инерции, 
их природе, реальности и фиктивности, начавшаяся в 30-е годы прошлого века при активном 
участии журнала «Под знаменем марксизма», продолжается до сих пор [4, 5], в том числе 
в интернете по проекту «Физика» [6]. 

Цель работы – показать, используя энергетическую модель механики [7], что центро-
бежные, как и ньютоновы силы, входящие в основной закон динамики, определяют скорость 
изменения кинетической энергии твердого тела на скоростях изменения соответствующих ки-
нематических параметров. Если для ньютоновых сил это скорости изменения положения цен-
тров масс относительно начала системы координат наблюдателя, то для центробежных сил – 
скорости изменения расстояний между центрами масс и мгновенными центрами скоростей. 
Причем, так как во втором случае не участвует система координат наблюдателя, можно утвер-
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ждать, что центробежные силы являются более объективными, информативными и, следова-
тельно, предпочтительными, например, при динамическом уравновешивании механизмов. 

Энергетическая модель механики базируется на достаточно простой идее Аристотеля: 
сравнивать состояния при различных видах движения можно только по единственной 
скалярной характеристике, которую он назвал «энергией» и определил как «обобщенную 
меру различных видов движения» [7]. По своей природе эта характеристика должна быть 
инвариантной, не зависящей от субъективных факторов, в том числе от выбора системы 
отсчета наблюдателя. Основой для её определения могут быть только уравнения движения, 
например, в форме Лагранжа:  

),( txx pii α= ,     (1) 

так как только они несут информацию о внешних воздействиях и внутренних изменениях, 
происходящих при движении механической системы. Но входящие в эти уравнения текущие 
(эйлеровы) ),,( zyxxi ∈  и начальные (лагранжевы) ),,( γβαα ∈p  координаты, а также время 
t субъективны, как и система отсчета наблюдателя. Инварианты можно найти только через 
изменения координат, а также производные по времени и пространству. 

Не вдаваясь в детали энергетической модели, которая достаточно подробно описана 
в литературе [7, 8], отметим, что для недеформируемых тел, при описании движения которых 
в классической механике используют понятие «центробежные силы», имеют значение 
4 инварианта уравнений движения (1): модули векторов перемещения ),( tu pα , скорости 

),( tv pα  и ускорения ),( tw pα , а также путь s : 

2
1 || uu ==ξ ; 2

2 || vv ==ξ ;   2
3 || ww ==ξ ; ∫==

t
dtvs

0
4 ||ξ .  (2) 

Предполагая, что каждый инвариант соответствует определенному виду энергии, закон 
сохранения энергии можно записать в виде: 

0)()()()( 2 =−+== ∑ sEdvEduEdEdЕd ekpii δδδξδδ  ,  (3) 

где в правой части использованы обозначения для потенциальной (Ер), кинетической 
(Еk) энергии и работы внешних сил (Ее), соответственно. Это соотношение в конечном итоге 
определяет ускорения (2) и, следовательно, поведение механической системы в рассматрива-
емый момент времени. Оператор d характеризует бесконечно малые приращения энергий 
или иных функций во времени, второй оператор δ  подчеркивает, что эти функции, как и явля-
ющиеся их аргументами, инварианты, являются локальными, изменяются при переходе 
от одной частицы к другой. Из уравнения (3) следует, что для практического применения 
закона сохранения энергии надо определять приращения различных видов энергии )( iiEd ξδ , 
но для этого надо знать приращения аргументов – обобщенных координат jq , через которые 
определены инварианты )( ji qξ  уравнений движения (1). В самом общем случае получаем: 

jijj
j

i

i

i
jii dqQdq

q
E

qEd δ
ξ

ξ
δ

ξδ =
∂
∂

∂
∂

=))(( ;  
j

qEQ iij ∂∂= /δδ ,  (4) 

где ijQδ  – обобщенная локальная сила, произведение которой на скорость изменения 
обобщенной координаты tjj qdtdq ,/ ≡  определяет скорость изменения (мощность) соответ-
ствующей энергии:  

tjijjii qQqW ,))(( δξδ = .     (5) 

Скалярный характер мощности iWδ  и математические особенности tjq ,  определяют 
скалярные, векторные или тензорные свойства обобщенных сил ijQδ  [7]. 
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Дополнительно отметим, что все входящие в это уравнение, функции, включая 
мощность iWδ , обобщенные силы ijQδ  и координаты jq , являются локальными, как скорости 
или ускорения частиц. Для абсолютно твердых тел вместо локальной мощности или энергии 
частиц обычно используют интегральные их значения для всего тела. Например, кинетиче-
скую энергию тела с объёмом V и массой m определяет интеграл:  

∫∫ ==
mV

k mvVvE δδρ 22 5,0)2/( .     (6) 

В общем случае плоскопараллельное движение абсолютно твердого тела можно 
рассматривать как поступательное вместе с полюсом ),( PP yxP  и вращение тела относи-
тельно оси, проходящей через полюс Р ортогонально плоскости движения [7]: 

ϕββϕαα ∆−−∆−+= sin)(cos)( PPPxx ;        (7) 

ϕββϕαα ∆−+∆−+= cos)(sin)( PPPyy , 

где ϕ∆  – угол поворота тела за рассматриваемый промежуток времени, PP yx ,  – 
текущие координаты полюса, βαβα ,,, PP  – начальные (лагранжевы) координаты полю-
са Р и частицы. Используя понятие центра масс С(хС, уС) и момента инерции JP относительно 
произвольно выбранного полюса ),( РР yxР , вместо (6) получим:  

)]()()()[(
2
1

2
1 22

PCPtPCPttPtPk xxyyyxmJmvE −−−−+= ϕϕ ,   (8) 

где  

∫=
m

C mxmx δ ;  ∫=
m

C mymy δ ; ∫ −+−=
m

PPP myyxxJ δ])()[( 22  .   (9) 

Наибольшее распространение уравнение (8) получило для случая, когда полюс Р 
совмещен с центром масс C, тогда СiРi хх )()( =  и кинетическую энергию можно предста-
вить в виде суммы: 

CtCk JmvE 22
2
1

2
1 ϕ+= ,     (10) 

в которой первое слагаемое соответствует энергии поступательного движения тела 
с скоростью центра масс, второе – энергии вращения вокруг оси, проходящей через центр 
масс перпендикулярно плоскости движения [1, 2]. 

При совмещении полюса с мгновенным центром скоростей (МЦС), в котором 
по определению скорость равна 0 ( 0=Pv ), уравнение (10) принимает вид: 

МЦCtk JE 2
2
1ϕ= ,     (11) 

и, в отличие от (10), характеризует полную кинетическую энергию через вращательное 
движение тела. С учетом (9)  

mJmyyxxJ МЦCC
m

МЦСМЦСМЦС
222 ])()[( ρδ +=−+−= ∫ , 

где МЦCρ  – расстояние между центром масс и МЦС, которое можно найти че-

рез скорость центра масс Cv  и угловую скорость вращения тела tϕ : 
222 / tCМЦС v ϕρ = . 

Так как mJi CC /2 =  и mJi МЦСМЦС /2 = , радиус инерции тела МЦСi  относительно 
МЦС составит: 
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222
CМЦCМЦС ii += ρ ,          (12) 

причем квадрат линейной скорости точки с радиусом МЦСi :  
)(~ 222222

CМЦCtМЦСt iiv +== ρϕϕ     (13) 
определяет полную кинетическую энергию через поступательное движение тела. Чтобы убе-
диться в этом, помножим обе части равенства (13) на 0,5m : 

CtCCМЦCtМЦСt Jmvimimvm 22222222 5,05,0)(5,05,0~5,0 ϕρϕϕ +=+==  

Результат очевиден и соответствует условию инвариантности кинетической энергии 
по отношению к выбору полюса: 

МЦСtCtCk JJmvvmE 2222
2
1

2
1

2
1~

2
1 ϕϕ =+== .   (14) 

Таким образом, помещая массу тела в эту точку, получаем представление полной 
кинетической энергии как результат вращательного движения тела с моментом инерции 

МЦСJ  (радиусом МЦСi ) или поступательного со скоростью mEv k /2~ =  точки, удаленной 

от мгновенного центра скоростей на расстояние МЦСi , определяемое равенством (12). Энергия 

движения тела с заданным моментом инерции СJ  принимает минимальное значение 
при совмещении центра масс и МЦС, когда 0=МЦСρ . 

Переходя к интегральной энергии (8) или (14), можно, по аналогии с (4), ввести инте-
гральные по объему обобщенные силы Qij, определяющие приращение энергии тела:  

jijj
j

i

i

i
jiii dqQdq

q
E

qkdE =
∂
∂

∂
∂

=
ξ

ξ
ξ ))(,( . 

Обобщенная координата qj  в этом случае может быть как локальной, например, 
координата центра масс, так и интегральной, например, угол поворота тела. В каждом 
конкретном случае необходимо указывать тип координаты qj и точку, скорость изменения 
локального кинематического параметра которой qj,t должна участвовать в расчете скорости 
изменения энергии тела: 

tjij
j

iji qQ
dt

dq
QW ,== .          (15) 

Таким образом, говоря об обобщенных силах интегральных видов энергии для абсо-
лютно твердых тел, необходимо указывать не только способ определения этих сил, но и точки 
определения («приложения») локальных обобщенных координат, кинематические характе-
ристики которых должны использоваться при определении скорости изменения соответ-
ствующего вида энергии. 

Для анализа возможных вариантов обобщенных сил (5) при расчете кинетической 
энергии рассмотрим приращение правой части уравнения (8), предусматривая изменение 
во времени всех входящих в него кинематических параметров: 

−++= PtttPttttttk JxxxxmdE ϕϕ)({  

−−−−−−−−− )]})()[()(])()[(){()]()()()[( PtCtPtPtCtPttPCPttPCPttt xxyyyxmxxyyyxm ϕϕ  
dtxxyyyxm PCPtPCPttt )]}()()()[( −−−−ϕ . 

Принимая во внимание соотношения:  
)()( PtPtt yyxx −−=− ϕ ;  )()( PtPtt xxyy −=− ϕ , 

которые следуют из (7), и группируя множители при приращениях угла dφ и координат полю-
са PP dуdx ,  
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ϕϕ dQdyQdxQdE PkPPkyPPkxk )()()( ++= ,
 

получим в качестве обобщённых сил вектор с точкой приложения в полюсе Р с проекциями: 

)]()()[()( 2
PCtPCttPttPkx xxyyxmQ −−−−= ϕϕ ;

 
)]()()[()( 2

PCtPCttPttPky yyxxymQ −−−+= ϕϕ , 

а также момент пары сил: 

PttPCPttPCPttPk JxxyyyxmQ ϕϕ +−+−−= )]()()()[()(  =  

CttPCCttPCCtt Jxxyyyxm ϕ+−+−−= )]()()()[( . 

Они определяют приращения кинетической энергии поступательного и вращательного 
движения, соответственно, при произвольном выборе полюса. Учитывая кинематические 
соотношения для ускорений при плоскопараллельном движении:  

)()()()( 2
PCtPCttPttСtt xxyyxх −−−−= ϕϕ ; 

)()()()( 2
PCtPCttPttСtt yyxxyy −−−+= ϕϕ , 

которые следуют из уравнений (7), для обобщенных сил, используя общепринятые обозна-
чения, можно записать (точки приложения указаны в индексах): 

CttxСkxРkx xmFQQ )()()( === ; CttyСkyРky ymFQQ )()()( === ;  (16) 

)()()()()( ,, PCРCуPCРCxCPPk xxFyyFMMQ −+−−==ϕ . 

Первые два соотношения формально совпадают с законом Ньютона для материальной 
точки. Это дает основание называть их «ньютоновыми силами» и интерпретировать 
как обобщенные силы, характеризующие скорость изменения кинетической энергии абсо-
лютно твердого тела Wk на скоростях поступательного движения центра масс или любой другой 
точки тела относительно начала системы координат наблюдателя. В отличие от момента пары 
сил МР, проекции Fx, Fy вектора силы не зависят от выбора полюса, вектор является свободным. 
Только при одновременном использовании сил Fx, Fy и момента МР с учетом положения 
полюса Р и центра масс С расчет скорости изменения кинетической энергии будет выполнен 
правильно. Ньютоновы силы и момент пары сил при совмещении полюса с центром масс: 

Cttkx xmF )(=   Cttky ymF )(=   CttС JM ϕϕ =
 
  (17) 

являются самыми распространенными при расчете мощности кинетической энергии: 

tСCtkyCtkxkk MyFxFWdtdE ϕϕ++== )()(/ . 

Для энергетической интерпретации центробежных сил рассмотрим приращение кине-
тической энергии (11) при совмещении полюса с мгновенным центром скоростей МЦCJ , 

МЦCi  – момент и радиус инерции тела относительно МЦС):  

dtiimJdE tМЦСМЦСtМЦCtttk ])([ 2ϕϕϕ += . 

С учетом (12) получаем: 

])([)]([
2
1 222222

МЦСМЦСtСМЦСttСМЦСtk ddimimddE ρρϕϕρϕρϕ ++=+= . (18) 

Во втором слагаемом правой части уравнения учтено, что радиус инерции тела 

Ci  относительно центральной оси остается неизменным. Обобщенными силами становятся 
момент Mk и направленная по радиусу центробежная сила QМЦС [1, 2]: 
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ttМЦСttМЦСk miJM ϕϕ 2== ;  МЦСCМЦСМЦСtМЦСtМЦС mvmmQ ρρρϕρϕ //)( 222 ===  (19) 

Переходя от модуля МЦCρ  к проекциям МЦCх  и МЦCу  : 
222
МЦCМЦCМЦC ух +=ρ  

и принимая во внимание МЦCМЦCМЦCМЦCМЦCМЦC dyydxxd +=ρρ , центробежную силу следу-
ет рассматривать, в отличие от (16), как скользящий вектор (см. примечание к уравнению 
15), направленный от центра вращения вдоль линии, соединяющей МЦС и центр масс. 
При расчете Mk нужно учитывать радиус инерции тела МЦCi  относительно МЦС (12),  

а для QМЦС – расстояние МЦCρ  между МЦС и центром масс.  
Обобщенные силы (17), (19) эквивалентны, определяют скорость изменения одной 

и той же кинетической энергии на скоростях разных кинематических координат. Ньютоновы 
силы отличаются от центробежных тем, что первые определяют скорость изменения кинети-
ческой энергии на скоростях центра масс, вторые – на скоростях изменения расстояния меж-

ду центром масс и МЦС, их можно ассоциировать с инвариантом Rv /2 , который является 
частным случаем квадрата скорости.  

При постоянной угловой скорости и неизменном расстоянии между МЦС и центром 
масс кинетическая энергия тела не изменяется, момент пары сил отсутствует (за счет углового 
ускорения 0=ttϕ ), а центробежная сила остается равной: 

МЦСCmvQ ρρ /2= . 

Переход от твердого тела к материальной точке эквивалентен предположению JC = 0 
и влияет только на величину момента пары сил: 

2)( МЦСttМЦС mM ρϕ=   вместо  ])([ 2
МЦСCttМЦС mJM ρϕ += .

 
Приведенные соотношения показывают возможность использования центробежных 

сил для расчета скорости изменения кинетической энергии в случаях достаточно сложного 
изменения положения МЦС.  

Если расстояние между мгновенной осью вращения и центром масс не меняется, 
центробежные силы переходят в разряд пассивных или, точнее, потенциальных сил, которые 
производят мощность только при нарушении кинематических связей, обеспечивающих 
сохранение расстояния между мгновенной осью вращения и центром масс. К разряду таких 
сил можно также отнести усилия, ортогональные направляющим поступательного движения 
ползунов, а также возникающие в неподвижных осях рычажных механизмов [7, 8]. 

Два варианта расчета кинетической энергии и скорости её изменения с использованием 
ньютоновых (полюс совмещен с центром масс) и центробежных (полюс совмещен с мгновенным 
центром скоростей) сил для шатуна кривошипно-ползунного механизма, когда ось поступа-
тельного перемещения ползуна проходит через ось вращения кривошипа, приведены на сайте 
allmechanics.narod.ru [9]. Кривошип ОА вращается вокруг неподвижной оси О (0, 0), совме-
щенной с началом координат, с угловой скоростью tϕ  и ускорением ttϕ . В любой момент 
времени координаты, скорости и ускорения точки А определяют уравнения (7), которые 
при совмещении полюса с неподвижным началом координат принимают вид:  

ϕβϕα ∆−∆= sincos АААx ; ϕβϕα ∆+∆= cossin АААу ; AtAt yx ϕ−=)( ; AtAt xy ϕ=)( ; 

AttAttAtt yyx ϕϕ −−= )()( ;   .)()( AttAttAtt xxy ϕϕ +=  

Кинематические характеристики оси шарнира А, соединяющей кривошип и шатун, 
могут быть использованы для последующего расчета координат, скоростей и ускорений любых 
частиц шатуна с шарнирами А и В в соответствии с уравнениями:  
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ψββψαα ∆−−∆−+= sin)(cos)( ABABAB xx ; 

ψββψαα ∆−+∆−+= cos)(sin)( ABABAB yy ; 

)()()( АВtAtВt уyхx −−= ψ ;  )()()( АВtAtВt xxyy −+= ψ . 

Аналогичные уравнения справедливы и для центра масс шатуна С: 

ψββψαα ∆−−∆−+= sin)(cos)( ACACАC хx ; 

ψββψαα ∆−+∆−+= cos)(sin)( ACACАC yy ; 

)()()( АСtAtСt уyхx −−= ψ ;  )()()( АСtAtСt xxyy −+= ψ . 

Необходимые для расчета угловые характеристики вращения шатуна ψ∆ , tψ  и ttψ  
находим из кинематических связей )( 2 ABL = : 

2/)sin( LуА=−ψπ ; )/arcsin( 2LуА−= πψ ; 

)]cos(/[ 2 ψπϕψ −−= LxАtt ; 

)(cos/)sin()()cos(/)( 2
22 ψπψπϕψπψ −−+−−= LуLу tАtАtttt . 

Эти результаты позволяют определить положение МЦС в системе координат 
наблюдателя:  

)/1( ttАМЦC хx ψϕ−= ;  )/1( ttАМЦC yy ψϕ−= , 

из которых следует:  

AАМЦCМЦC yхyx // = ; AМЦСАМЦC ххyу // = ; )(ϕtgху МЦСМЦC = , 
что легко проверить графическим построением МЦС для рассматриваемой схемы механизма. 

Сравнение результатов расчета кинетической энергии для шатуна по двум вариантам 
при различных положениях кривошипа [9] показывает полное совпадение суммарных значений 
при любых угловых скоростях и ускорениях кривошипа, а также инерционных характери-
стиках (массах и моментах инерции) всех звеньев механизма. Инвариантом является только 
полная кинетическая энергия, а не её составляющие, ассоциируемые с поступательным 
и вращательным движениями звеньев. 

Скорость изменения кинетической энергии определяют обобщенные силы. Если полюс 
совмещен с центром масс, тогда: 

])()()()[( СtСttСtСttСtttk yyхxmJW ++= ψψ , 

где множители угловых и линейных скоростей по определению являются обобщен-
ными (ньютоновыми) силами и моментом (в нижнем индексе момента дополнительно указано 
положение полюса): 

Сttkx xmF )(= ; Сttky ymF )(= ; СttCk JM ψϕ = . 

В случае совмещения полюса с МЦС, когда вместо (11) можно записать: 

)(
2
1 22

МЦССtk mJE ρψ += , 

для скорости изменения кинетической энергии шатуна получаем: 

])(0[2
МЦCМЦСttPМЦСtttk mJW ρρψψψ ++= = tМЦСkMCStkMCS QМ )(ρψ +=  

с обобщенными силами 

PМЦСttkMCS JM ==ψ ;  )( 1
2

МЦCtkMCS mQ ρψ= . 
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Как и для кинетической энергии, доли мощности (скорости изменения) кинетической 
энергии, ассоциируемые с поступательным и вращательным движением тела, не являются инва-
риантами, зависят от выбора полюса. Вместе с тем, скорость изменения полной кинетической 
энергии при любом выборе полюса остается одинаковой. Таким образом, ньютоновы и центро-
бежные силы эквивалентны по результатам расчета скорости изменения кинетической энергии.  

 

ВЫВОДЫ 
В энергетической модели механики силы интерпретируются как множители уравнений 

для расчета скорости изменения различных видов энергии на скоростях изменения соответ-
ствующих кинематических параметров. Обычно кинетическую энергию представляют в виде 
суммы составляющих от поступательного и вращательного движения тела. Силы, ассоции-
руемые с законом Ньютона, и произведение момента инерции на угловое ускорение тела 
определяют лишь один из вариантов расчета скорости изменения кинетической энергии 
на скоростях линейных и угловых координат. В окрестности центра масс движущегося абсо-
лютно твердого тела в любой момент времени можно указать точку, которая определяет 
полную кинетическую энергию тела как на вращательном (за счет момента инерции), 
так и на поступательном (за счет её линейной скорости) движении. Центробежные силы 
имеют такую же природу, как и ньютоновы силы, характеризуют скорость изменения кине-
тической энергии на скорости изменения расстояния между центром масс тела и мгновенным 
центром скоростей. Центробежные силы не зависят от выбора системы координат наблюдателя 
и поэтому более объективны и предпочтительны, в частности, при динамическом уравнове-
шивании шарнирно-рычажных и иных механизмов. 
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