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В роботі розглянуто суперелементний підхід до формування розрахункових рівнянь 

метода скінченних елементів для шаруватих конструкцій. Запропонований шаруватий елемент 
дозволяє на основі тривимірної постановки отримати рішення зв’язаної задачі термопружності 
конструкцій з еластомірних композитів. Наведено результати чисельних досліджень 
надвеликогабаритних шин.  

Ключові слова: багатошаровий скінченний елемент, еластомір, гумокордний композит, 
термопружність. 

 
Вступ. Конструкції з композиційних матеріалів знаходять широке 

застосування у різних галузях промисловості. Використання конструкцій з 
полімерних композиційних матеріалів дозволяє знизити матеріаломісткість 
машин і конструкцій, скоротити терміни виробництва, підвищити корозійну 
стійкість виробів. Одними з широко використовуваних матеріалів є шаруваті 
композиційні матеріали з еластомірною матрицею, що складаються з тонких 
односпрямовано армованих шарів, або з почергових односпрямовано 
армованих та ізотропних шарів. Роботи [1-6, 8-13, 16-19, 23] присвячено 
дослідженню пружних характеристик шаруватих композитів, зокрема, 
гумокордного матеріалу та створенню математичних моделей на основі 
методу скінченних елементів для дослідження напружено-деформованого 
стану конструкцій із гумокордних матеріалів [7, 9, 11, 12]. Так, 
експериментальне дослідження пружних характеристик текстильних кордів 
та визначення ефективних характеристик гумокордного матеріалу за 
відомими залежностями представлено в роботі [1, 8]. Наведено підходи до 
визначення жорсткісних характеристик складних анізотропних гумокордних 
матеріалів, які використовуються у каркасах та брекерах [2, 3] пневматичних 
шин. Проте при визначенні ефективних пружних характеристик 
гумокордного матеріалу поздовжній та поперечний модулі пружності корду 
вважалися рівними, що не для всіх матеріалів виконується і відповідно, 
обмежує застосування наведених співвідношень. Математичну модель 
рівноважної конфігурації профілю пневматичної шини у вигляді 
інтегрального рівняння представлено в роботі [3]. 

Постановка задачі та її розв’язання. Кількість шарів в пакеті матеріалу 
може досягати двозначних величин. Зокрема, великогабаритні шини мають 
до 40 шарів гуми та гумокорду на боковині та ще більше на біговій частині, 
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якщо, враховувати шари брекеру. Застосування шаруватих елементів 
конструкцій обумовлене їх більшою ефективністю в порівнянні з 
однорідними деталями. За допомогою шаруватості досягається оптимальне 
співвідношення жорсткістних і демпфуючих характеристик багатьох 
елементів віброізолюючих систем. У сучасних промислових конструкціях, 
виготовлених з шаруватих композитних матеріалів, при експлуатаційних 
навантаженнях відбувається значний нагрів. При цьому істотний вплив на 
характер напружено-деформованого стану дає залежність фізико-механічних 
характеристик від температури, що приводить до суттєвих змін форми та в 
ряді випадків до руйнування. 

В загальному випадку необхідно вирішувати зв’язану задачу 
термопружності.  

Для скінченно-елементного розв’язання задачі термопружності для 
просторових шаруватих конструкцій, що мають складну геометричну форму 
використовуються різні підходи 
[4, 7, 11, 12, 14-17, 19].  

Розглянемо суперелементний 
підхід до моделювання поведінки 
шаруватої конструкції за умови дії 
початкових напружень. У 
загальному випадку такий елемент 
може бути складений з n шарів 
(елементів) (рис. 1). Кожен з таких 
шарів має або анізотропні 
властивості, або ізотропні 
властивості слабо стисливого 
еластоміру. Таким чином 
шаруватий скінченний елемент 
можна представити як ансамбль 
скінченних елементів, матриці жорсткості яких побудовано на основі 
інкреметальної теорії деформування зі застосуванням моментної схеми 
скінченних елементів [20] у вигляді [21] 

    s
t

st
0

st PuKK  , 

де st
0K  – інкрементальна геометрична матриця жорсткості, що враховує дію 

попередніх напружень [21]. 
При формуванні матриці stK для слабо стисливого еластомірного шару 

використовується моментна схема скінченних елементів з потрійною 
апроксимацією полів переміщень, деформацій та функції змінення об’єму [22].  

При формуванні матриці жорсткості stK  композитного шару 
використовуються пружні характеристики односпрямованого 
гумокордного шару з урахуванням напрямку армування [18].  

Компоненти тензору напружень визначаються законом термопружності 
Дюамеля–Неймана. 

 
Рис. 1 
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При побудові системи рівнянь для суперелементної схеми необхідно 
перейти до глобальної нумерації вузлів m' кожного шару.  

Після компонування отримуємо систему, що складається з 12(n+1) 
рівнянь (n – кількість шарів) 

    RuK  . 
Для визначення переміщень пакету необхідно спочатку визначити 

переміщення на зовнішній поверхні, а саме вузлів j'=1, 2, 3, 4, (4n+1), 
(4n+2), (4n+3), (4n+4).  

Вектор переміщень можна виразити у вигляді 
   T
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Вектор узагальнених вузлових сил можна представити у аналогічний 
спосіб 

   TR T
3

T
2

T
1 PPP , 

 TT
(4)

T
(3)

T
(2)

T
(1)1 RRRRP  , 

 T
n n T T T T

2 (5) (6) (4 1) (4 )P R R ... R R , 

 T
n n n n    T T T T

3 (4 1) (4 2) (4 3) (4 4)P R R R R . 

Тоді систему рівнянь можна представити у вигляді 
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Вектор переміщень “внутрішніх” вузлів можна виразити через 
переміщення “зовнішніх” вузлів  
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Таким чином отримуємо систему рівнянь для скінченного 
суперелемента 

FUK ~ , 
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де  
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Для розв’язання задачі обрахунку температури дисипативного розігріву 

необхідно вирішити задачу теплопровідності. 
Для побудови матриці теплопровідності для шаруватого скінченного 

елементу використовується гіпотеза про нерозривність полів температур та 
теплових потоків на границях розділу шарів. 

В матричному вигляді система рівнянь для шару приймає вигляд 

        (st)[ ] 0   H T H T P S , 
де H – матриця теплопровідності, H(st) – матриця, зумовлена граничними 
умовами 3-го роду на поверхні шару, P – вектор еквівалентного 
навантаження, обумовлений внутрішнім джерелом теплоутворення, S – 
вектор еквівалентного навантаження, обумовлений тепловими потоками і 
температурою на поверхні шару.  

Функція теплоутворення обчислюється як осереднена за цикл 
деформування для кожного шару. 

2 /
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   . 

Рішення зв’язаної задачі виконується зі застосуванням методу 
послідовних наближень.  

Результати розрахунку та аналіз розв’язків. Розглядається задача про 
визначення термопружного стану надвеликогабаритної шини 40.00-57 

При виготовленні таких шин використовується схема з діагональним 
армуванням по стінці шини.  

Вихідним матеріалом для корду служать віскозні і поліамідні волокна, 
модуль пружності яких приймається рівним 1,5 ГПа. Для гумових шарів 
модуль пружності приймається рівним 60 МПа. Кут армування змінюється 
від точки до точки по меридіану, досягаючи на екваторі 45 - 65, в 
залежності від типу і призначення шини типу 40.00-57 з урахуванням 
дисипативного розігріву. Максимальний прогин навантаженої шини при 
обтисненні на площину приймається рівним 0,1 м. [24]. Тиск повітря 
всередині шини становить 0,6 МПа. Швидкість руху складає 25 км/год. Для 
надвеликогабаритних шин типу 40.00-57 кут армування прийнятий рівним 
53. Каркас шини складається з 34 основних гумокордних та гумових 
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шарів. Брекер складається з 4 шарів. Пружні та термодинамічні 
характеристики армованих шарів визначаються за методом сумішей [18].  

Робочий тиск 0,5-0,6 МПа, номінальне навантаження на вісь шини 
53,5 МН (рис. 2).  

На рис. 3-5 представлені розділення переміщень в зоні контакту з 
площиною опори.  

Розрахунок напружено-деформованого стану та температури 
дисипативного розігріву якісно співпадають з даними роботи [24], де 
наведено експериментальні дані дослідження процесів деформування та 
дисипативного розігріву шини (рис. 6-9). 

На рис. 10 представлено розподілення температури в осьовому перерізі 
шини. Максимального значення температура набуває в зоні кромки брекера. 

На рис. 11-12 представлена залежність максимальної температури 
бігової зони шини в залежності від швидкості кочення шини для 
навантажень 450 кН (1), 535 кН (2) и 620 кН (3). Суцільна крива – МСЕ 
рішення, штрихова лінія дані [24]. 

 

          
 

                                Рис. 2                                                        Рис. 3. Переміщення u1 

 

   
                       Рис. 4. Переміщення u2                                    Рис. 5. Переміщення u3 
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Рис. 6. Переміщення серединної поверхні каркасу в окружному напрямку по стінці:  

1 – результат [24], 2 – МСЕ рішення 
 

 
Рис. 7. Переміщення серединної поверхні каркасу в окружному напрямку по короні:  

1 – результати [24], 2 – МСЕ рішення 
 

 
Рис. 8. Переміщення серединної поверхні каркасу у радіальному напрямку по короні:  

1 – результати [24], 2 – МСЕ рішення 
 

 

Рис. 9. Переміщення серединної поверхні каркасу у радіальному напрямку по стінці:  
1 – результати [24], 2 – МСЕ рішення 
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                           Рис. 10                                                                              Рис. 11 

 
Рис. 12. Розподілення максимальних температур по ширині (В) бігової зони при швидкості 

15 км/год і навантаженнях 450 кН (1), 535 кН (2) и 620 кН (3)  
(суцільна лінія - рішення МСЕ, штрихова – [24]) 

 
Висновки. Для моделювання властивостей багатошарової тороїдальної 

конструкції застосовано підхід, що базується на структуруванні неоднорідних 
шарів за допомогою просторового багатошарового скінченного елемента. При 
формуванні вихідних рівнянь шаруватого скінченного елемента 
використовується суперелементний підхід, що дозволяє уникнути 
спрощуючих гіпотез, які зводять тривимірну постановку задачі до двовимірної.  

Наведено розв’язок задачі термопружності для надвеликогабаритних 
шин, що дозволяє прогнозувати ресурс конструкції в умовах 
експлуатаційних навантажень. 

Наступним етапом роботи є розв’язання задач деформування конструкцій з 
еластомірних композитів з урахуванням процесів старіння та руйнування. 
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Kozub Yu.G., Solodei I.I.  
APPLICATION OF THE FINITE ELEMENT METHOD FOR CALCULATIING THE 
THERMAL STRESS STATE OF PNEUMATIC TIRES 

The processes of deformation of some of the widely used  layered composite materials with 
elastomeric matrix, consisting of thin unidirectionally reinforced layers, or from alternating 
unidirectionally reinforced and isotropic layers are considered.The method of solving the problems of 
thermoelasticity of constructions from such materials is proposed, which is based on the finite 
element method. 

To form of resolving equalizations of finite element method for layered solid with initial tensions 
the super element method is considered. For every layer of finite element the stiffness matrix is built 
on the basis of incremental theory of deformation.  

The decision of task for the package of finite elements, that modeling the package of the layered 
construction, is taken to the decision of the system of equalizations in relation to moving of knots to 
the surfaces of package.  

On the second stage of decision of task moving of knots is calculated to the border of division of 
layers.The components of tensor of tensions are calculated for every layer taking into account the 
temperature of layer.  

The field of temperatures determined for all package on the basis decisions of task of heat 
conductivity.At the construction of matrix of heat conductivity an ideal thermal contact is assumed 
between layers.The function of internal heat source is calculated for every layer as average energy for 
the complete cycle of loading.The solution of the linked problem of thermoelasticity of a layered 
composite is obtained by the method of successive approximations. 

The offered method is applied for the decision of task about thermoelasticity deformation and 
dissipative warming-up of pneumatic tires. Pressure in a tire is considered as an initial load.Loading 
is attached to the axis of wheel creates additional deformations of tire. The process of tire roll is 
considered as cyclic deformation. 

Solution of the linked task of thermoelasticity is offered for over a large size tire 
Dependences of temperature of dissipative warming up are got on frequency of vibrations and 

size of loading.The got results satisfactorily comport with experimental data. 
Keywords: multilayered finite element, elastomer, rubber cord compo, thermoelasticity. 
 
 
 
 
 
 
 

Козуб Ю.Г., Солодей И.И.  
ПРИМЕНЕНИЕ МКЭ ДЛЯ РАСЧЕТА ТЕРМОУПРУГОГО СОСТОЯНИЯ 
ПНЕВМАТИЧЕСКИХ ШИН 

В работе рассмотрен суперэлементный подход к формированию разрешающих уравнений 
метода конечных элементов для слоистых конструкций. Предложенный слоистый элемент 
позволяет на основе трехмерной постановки получить решение связанной задачи 
термоупругости конструкций из эластомерных композитов. Приведены результаты численных 
исследований. 

Ключевые слова: многослойный конечный элемент, эластомер, резинокордный 
композит, термоупругость. 
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УДК 539.3 
Козуб Ю.Г., Солодей І.І. Використання МСЕ для обчислення термопружного стану 
автомобільних шин // Опір матеріалів і теорія споруд. – 2019. – Вип. 102. – С. 232-242. 
Розглянуто суперелементний метод формування матриці жорсткості шаруватого 
скінченного елементу та застосування запропонованого елементу для розв’язку задач 
термопружності пневматичних шин. 
Табл. 0. Іл. 12. Бібліогр. 24 назв. 
 
Kozub Yu.G., Solodei I.I. Appicstion of the finite element method for calculating the thermal 
stress state of pneumatice tires // Strength of Materials and the Theory of Structures. – 2019. – 
Issue 102. – P. 232-242. 
The superelement method of forming of stiffness matrix of the layered finite element is considered. 
The offered element is appled for the solution of tasks of thermoelasticity of pneumatic tires. 
Tabl. 0. Pic. 12. Bibliogr. 24 titles. 
 
Козуб Ю.Г., Солодей И.И. Применение МКЭ для расчета термоупругого состояния 
пневматических щин // Сопротивление материалов и теория сооружений. – 2019. – Вып. 102. 
– С. 232-242. 
Рассмотрен суперэлементный метод формирования матрицы жесткости слоистого 
конечного элемента и применение предложенного элемента для решения задач 
термоупругости пневматических шин. 
Табл. 0. Ил. 12. Библиогр. 24 назв. 
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