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ТА ВІЙСЬКОВОЇ ТЕХНІКИ
З ВИКОРИСТАННЯМ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ

Викладено основні принципи та результати експериментального дослідження застосування механізо-
ваного дугового зварювання й наплавлення керованою дугою для відновлення й модернізації ком-
плектуючих елементів рухомої техніки. Наведено методику побудови математичних моделей за резуль-
татами планованого багатофакторного експерименту.

Изложены основные принципы и результаты экспериментального исследования применения меха-
низированной дуговой сварки и наплавки управляемой дугой для восстановления и модернизации
комплектующих элементов подвижной техники. Приведена методика построения математических мо-
делей по результатам планируемого многофакторного эксперимента.

Вдосконалення технологічних процесів є ос-
новою поліпшення економічних показників
підприємств та підвищення якості виробленої
продукції. У зв’язку з актуальністю зазначе-
ного напрямку вдосконалення виробництва в
ЦНДІ ОВТ ЗС України проведено теоретичні
та експериментальні дослідження можливості
й доцільності застосування нових способів ме-
ханізованого дугового зварювання та наплав-
лення керованою дугою (МДЗ КД) для від-
новлення й модернізації комплектуючих еле-
ментів засобів рухомості озброєння й військо-
вої техніки. В цих роботах у результаті тео-
ретичних пошуків було висунуто гіпотезу про
те, що у разі застосування управляємої дуги
в силу іншого, ніж за традиційними спосо-
бами зварювання й наплавлення, характеру
переносу електродного металу можливе знач-
не зменшення теплового впливу на деталі, що
дозволяє суттєво збільшити номенклатуру
відновлюваних деталей, які відновлюються за
рахунок тонкостінних та невеликого діаметра.
Однак висунута гіпотеза вимагала експери-
ментального підтвердження.

Під час планування експериментального
дослідження виникла проблема вибору мето-
дики дослідження. За теоретичних дослід-
жень було встановлено, що МДЗ КД є комп-
лексом багатьох взаємозалежних механічних,
електричних, теплових, металургійних та ін-
ших явищ. Тому проведення дослідження на
основі традіційного детерміністичного підхо-
ду, коли шляхом послідовного однофакторно-
го експерименту досліджується механізм усіх
явищ і створюється теорія процесу, на підста-
ві чого система задається строго детермініс-
тичною моделлю, пов’язано з дуже значним
обсягом експериментальних робіт і можливою
невизначеністю інтерпретації результатів, які
отримано.

Як показав аналіз науково-технічної літе-
ратури [1—7], альтернативою однофакторного
експерименту є планований багатофакторний
експеримент (ПБЕ), який дозволяє істотно
зменшити час і матеріальні витрати на дослід-
ження. Крім того, у разі ПБЕ можливо фор-
малізувати процес побудови математичних мо-
делей об’єкта дослідження, які може бути ви-
користано для розв’язання широкого кола
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задач для наукових і виробничих цілей, у то-
му числі для інтерпретації результатів експе-
рименту, знаходження раціональних режимів
ведення процесу, а також для безпосереднь-
ого управління цим процесом в автоматично-
му режимі [1—4].

В зазначених дослідженнях за побудови
оцінки математичних моделей було прийнято
таку послідовність:

• побудова концептуальної моделі;
• вибір виду математичної моделі;
• побудова (розрахунок) математичної мо-

делі;
• дослідження математичної моделі;
• інтерпретація математичної моделі.
Автори вважають, що концептуальна мо-

дель відображає такі основні моменти:
• цілі дослідження, об’єкт дослідження (в

даному випадку технологічний процес) і на-
прямки поліпшення його функціонування. Ра-
зом із цим визначаються вихідні параметри,
що характеризують функціонування об’єкта;

• умови функціонування об’єкта, які обу-
мовлено характером взаємодії між об’єктом та
його оточенням, а також між елементами
об’єкта. Тут встановлюються зовнішні та
внутрішні обмеження;

• можливість управління об’єктом, на під-
ставі чого визначаються вхідні впливи (фак-
тори).

Як правило, розробка концептуальної мо-
делі здійснюється на етапі планування екс-
перименту й передує вибору виду плану (мат-
риці) експерименту [1]. Разом із цим об’єкт
дослідження представляється у вигляді уза-
гальненого абстрактного образу, внутрішня
будова якого невідома (або відома не в повно-
му обсязі), але є можливість вивчати реакцію
вихідних параметрів у відповідь на зміну (уп-
равління) факторів, що є обов’язковою умо-
вою для побудови математичної моделі. Цього
виявляється цілком достатньо для опису за-
значеного взаємозв’язку вихідних параметрів
і факторів у вигляді математичного виразу,
що й є математичною моделлю, також званою
рівнянням стану об’єкта дослідження або
просто функцією відгуку:

y = f(x1, x2, ..., xn), (1)

де у – вихідний параметр (у плануванні екс-
перименту використовують і спрощені термі-
ни «відгук» або просто «вихід»); x1, x2, ...,
xn – фактори.

Кожен із відгуків пов’язано з факторами
об’єктивно існуючою залежністю, проте ви-
гляд її заздалегідь, як правило, невідомий.
Більше того, для реального об’єкта дослід-
ження зазначеної залежності носить характер
імовірності, оскільки об’єкт дослідження під-
дається впливу й випадкових, неуправляємих
факторів [1, 2]. Тому першим кроком під час
побудови математичної моделі, був вибір її
виду. На підставі досвіду досліджень, вивчен-
ня детерміністичних моделей, які раніше було
отримано, відомо, що в більшості реальних
прикладних задач, зокрема в разі досліджен-
ня технологічних процесів (наприклад, зва-
рювальних робіт), рівняння стану об’єкта до-
слідження може бути приблизно висловлено
поліноміальними рівняннями (рівняннями рег-
ресії) у вигляді відрізка ряду Тейлора [1, 4].

Так, як значення відгуку з точки зору ста-
тистики є випадковою величиною, можна
знайти тільки вибіркові коефіцієнти b0, bi, bij,
bii – рівняння регресії, які є лише статистич-
ними оцінками дійсних коефіцієнтів поліно-
міальної моделі [1, 4]. Тому рівняння регре-
сії, яке отримано експериментальним шляхом,
має вигляд:

yp = ŷj = b0 + ∑ 
i = 1

k

biXi + ∑ 
i < j

bijXiXj +

+ ∑ 
i = 1

k

biiXi
2 + …  + ε,

(2)

де yp – розрахункове значення відгуку; b0,
bi, bij, bii – оцінки коефіцієнтів полиному;
X – фактори; k – число незалежних факто-
рів k = 1, 2, ..., i; ε – випадкова величина,
що відображає вплив випадкових факторів, а
також вплив результатів розрахунку за експе-
риментальними даними статистичних оцінок
коефіцієнтів моделі як випадкових величин.

Отже, задача полягає в підборі такого виду
рівняння регресії, щоб значення відгуку yp,
яке розраховано на основі результатів реаль-
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ного експерименту, було якомога ближче до
значення відгуку y, який отримано в експе-
рименті:

yP → y. (3)

Значення коефіцієнтів моделі розраховува-
лися, виходячи з даних експерименту, мето-
дом найменших квадратів [1—3]. Ці коефіці-
єнти, які розраховано за вимірюваними зна-
ченнями випадкової величини, якою є відгук,
самі стають випадковими величинами, а мате-
матична модель із цими коефіцієнтами –
ймовірною. З цього випливає важливий ви-
сновок: побудову моделі можна вважати за-
кінченою тільки після статистичного аналізу
як окремих коефіцієнтів, так і моделі в ціло-
му. Цей висновок – це кілька етапів:

• оцінка статистичного значення коефіцієн-
тів моделі;

• перевірка адекватності моделі;
• перевірка інформаційного значення мо-

делі.
Оцінка статистичного значення коефіцієн-

тів моделі здійснюється за допомогою крите-
рію Стьюдента шляхом порівняння його роз-
рахункового значення tp із табличним (кри-
тичним) значенням tкр [1]. Коефіцієнт ви-
знається значущим, якщо його розрахункове
значення більше критичного tp ≥ tкр на зада-
ному рівні α за f ступенями свободи. Критерій
Стьюдента обчислюється для кожного коефі-

цієнта регресії. Статистично незначущі
коефіцієнти регресії може бути виключено з
рівняння.

Як приклад можна привести оцінку значи-
мості розрахункових коефіцієнтів моделі
(табл. 1), яка описує залежність твердості на-
плавленого металу від параметрів режиму на-
плавлення, що було отримано в ЦНДІ ОВТ
ЗС України за дослідження відновлення де-
талей бронетанкового озброєння та техніки
(БТОТ) електродуговим наплавленням.

Після встановлення статистично значущих
коефіцієнтів регресії можна виконувати пере-
вірку адекватності моделі та ії інформаційну
значущість, для чого, виходячи з експеримен-
тальних і розрахункових значень відгуку,
розраховують суму квадратів їхніх розбіжно-
стей (називаних також залишковою сумою
квадратів SSост). Для експерименту, що скла-
дається з n рядків плану, в кожному з яких
реалізується r дублів, залишкова сума квадра-
тів SSост дорівнюватиме:

SSост =  ∑ 
j = 1

n

  ∑ 
d = 1

r

Δjd
2  = ∑ 

j = 1

n

  ∑ 
d = 1

r

(yjd — ŷj)
2, (4)

де yjd – експериментальне значення відгуку
в d-му дублі j-го рядка плану експерименту;
ŷj – розрахункове значення відгуку в j-му
рядку плану експерименту; j – номер рядка

Т а б л и ц я  1 .  Розрахункові коефіцієнти математичної моделі та оцінка їхнього значення

Коефіцієнти Значення t-критерію Стьюдента Коефіцієнти Значення t-критерію Стьюдента

Позначення Значення Табличне Розрахункове Позначення Значення Табличне Розрахункове

b0 29,23 2,005 72,067 b24 0,25 2,005 0,616

b1 —1,70 2,005 4,201 b25 1,08 2,005 2,671

b2 0,96 2,005 2,375 b34 0,04 2,005 0,130

b3 1,72 2,005 4,247 b35 0,21 2,005 0,514

b4 0,06 2,005 0,137 b45 0,63 2,005 1,541

b5 0,69 2,005 1,690 b11 —0,37 2,005 0,906

b12 —0,08 2,005 0,205 b22 —0,37 2,005 0,906

b13 0,04 2,005 0,103 b33 1,47 2,005 3,614

b14 0,29 2,005 0,719 b44 —0,20 2,005 0,495

b15 0,96 2,005 2,363 b55 1,13 2,005 2,292

b23 0,75 2,005 1,849
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в плані експерименту; d – номер дубля в
рядку.

З величиною SSост пов’язано число ступе-
нів свободи fост = N — k = nr — k, де k –
число значущих коефіцієнтів рівняння рег-
ресії, включаючи вільний член.

Ця сума шляхом нескладного перетворення
розкладається на складові:

SSост =  ∑ 
j = 1

n

 ∑ 
d = 1

r

(yjd — y
__

j)
2 + ∑ 

j = 1

n

(y
__

j — ŷj)
2. (5)

Перший доданок є сумою квадратів відхи-
лень експериментальних значень відгуків yjd
у d дублях j-го рядка плану експерименту від
середнього значення відгуків y

__
j у рядку, які

характеризують похибку (відтворюваність)
дослідів. Другий доданок – сума квадратів
відхилень середніх експериментальних зна-
чень відгуків y

__
j в j-ому рядку від значень

відгуків ŷj, які розраховано за прийнятою тео-
ретичної моделлю; вона характеризує ступінь
неадекватності обраної моделі експерименту.
Отже, розбіжність експериментальних і роз-
рахункових значень відгуку обумовлено дво-
ма причинами: похибкою експерименту й не-
придатністю теоретично прийнятої моделі:

SSост = SSв + SSад. (6)

Виходячи з величин зазначених сум квад-
ратів, розраховуються оцінки дисперсій:

Sост
2  = 

1
fост

 SSост = 
1

N — k
 
⎛
⎜
⎝

⎜
⎜
 ∑ 
j = 1

r

(yjd — ŷj)
2
⎞
⎟
⎠

⎟
⎟
, (7)

Sв
2 = 

1
fв

 = 
1

n(r — 1)
 
⎛
⎜
⎝

⎜
⎜
 ∑ 
j = 1

n

 ∑ 
d = 1

r

(yjd — y
__

j)
2
⎞
⎟
⎠

⎟
⎟
, (8)

Sад
2  = 

1
fад

 SSад = 
r

n — k
 
⎛
⎜
⎝

⎜
⎜
 ∑ 
j = 1

n

(y
__

j — ŷj)
2
⎞
⎟
⎠

⎟
⎟
. (9)

Числа ступенів свободи дисперсій, які за-
значено, залежать від кількості рядків у мат-
риці планування n, загального числа дослідів
в експерименті N = nr кількості дублів у кож-
ному рядку й числа значущих коефіцієнтів
регресії k, включаючи вільний член b0:

fост = N — k = nr — k, (10)

fв = N — n = n(r — 1), (11)

fад = n — k. (12)

Для перевірки адекватності моделі визна-
чається розрахункове значення критерію Фі-
шера Fад [1—2], як відношення дисперсії адек-
ватності до дисперсії відтворюваності, яке по-
рівнюється з його критичним значенням
Fад кр. Критичне значення Fад кр критерію Фі-
шера перебуває з таблиці роботи [7] в разі
встановленого рівня значущості (звичайно
α = 0,05) і для відповідних ступенів свободи.
Якщо розрахункове значення Fад критерію
Фішера не перевищує табличного значення
Fад кр, тобто виконується умова Fад ≤ Fад кр
для ступенів свободи fад і fв за вибраний рі-
вень значущості α, то приймається рішення,
що ця модель адекватно описує експеримен-
тальні результати. Приклад оцінки адекватно-
сті моделі, що була виконана в разі дослід-
ження залежності твердості поверхні деталі
від параметрів режиму відновлення деталей
БТОТ, наведено в табл. 2.

Якщо гіпотеза про адекватність моделі в
результаті статистичної перевірки, яку зазна-
чено, не підтверджується, мета досліджень за-
лишається не досягнутою й необхідні додат-
кові заходи для побудови іншої моделі. Зок-
рема, можна змінити інтервал варіювання, пе-
ренести центр плану, зробити добудову плану
[1, 5, 6]. Всі ці рішення вимагають проведен-
ня нових дослідів.

У разі неадекватності лінійної моделі аль-
тернативою проведенню нового експерименту

Т а б л и ц я  2 .  Перевірка адекватності моделі за F-критерієм Фішера

Значення F-критерію (α = 0,05; f1 = 19; f2 = 54) Висновок

Розрахункове Fр Табличне Fкр Fр ≤ Fкр

Модель адекватна1,27 1,79
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є включення в рівняння регресії елементів
взаємодії, тобто здійснюється перехід до мо-
делі другого порядку шляхом добудови плану
експерименту, за цим необхідно проведення
додаткових дослідів, але не всього експе-
рименту.

Для перевірки інформаційної здатності мо-
делі [1, 2] необхідно визначити загальне роз-
сіювання результатів експерименту yjd віднос-
но загальної середньої y

__
общ по всьому експе-

рименту:

Sобш
2  = 

1
n(r — 1)

  ∑ 
j = 1

n

 ∑ 
d = 1

r

(yjd — y
__
обш )

2, (13)

де

y
__
обш  = 

1
nr

  ∑ 
j

n

 ∑ 
d = 1

r

yjd. (14)

Розрахункове значення критерію Фішера
за визначення інформаційної здатності моделі

Fин = 
Sобщ

2

Sад
2

. (15)

Разом із цим виконання нерівності Fин ≤
≤ Fин кр показує, що отримана модель, незва-
жаючи на можливо складний вид, не має ін-
формаційної цінності.

В табл. 3 наведено результат перевірки ін-
формаційної здатності моделі: залежності
твердості поверхні деталі після ії відновлення
наплавленням від параметрів режиму наплав-
лення.

Слід зазначити, що перевірки інформацій-
ної цінності моделі та її адекватності принци-
пово відмінні та не можуть замінити один од-
ного: адекватність моделі не гарантує її ін-
формаційної здатності, й навпаки.

Висновки

Як свідчать результати проведених у
ЦНДІ ОВТ ЗС України досліджень, запропо-
новано методику, що дозволяє отримувати
адекватні математичні моделі другого порядку
технологічних процесів ремонту озброєння та
військової техніки, зокрема процесів відно-
влення деталей електродуговим наплавленням
і зварювання деталей. Моделі, які отримано,
дозволили розкрити механізм формування
властивостей поверхонь деталей, що відно-
влюються, й властивостей зварювальних з’єд-
нань. Адекватні моделі в подальшому може
бути використано для з’ясування сутності до-
сліджуваних явищ і для пошуку найкращих
умов виконання технологічних процесів згід-
но заданих критеріїв. 
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Значення F-критерію (α = 0,05; f1 = 40; f2 = 19) Висновок

Розрахункове Fр Табличне Fкр Fp ≥ Fкр

Модель має інформаційну цінність2,87 2,06
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