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Широкое распространение в настоящее время при 
автоматическом управлении и контроле, измерении па-
раметров, передаче данных и т. д. получило применение 
сигналов, параметры которых меняются как функция 
гармонического закона вида  2cos  nk , где 
k  – показатель степени, n  – кратность,   – параметр, 
  – символ Кронекера.

Например, при контроле технического состояния 
сложных систем на их вход подается известный те-
стовый сигнал, как правило, гармонический, который 
формируется специальным генератором [1, 2]. При воз-
действии тестового сигнала на выходе контролируемой 
системы формируется выходной сигнал (сигнал-отзыв) 
в виде гармонической функции. В зависимости от вида 
контроля и технического состояния системы сигнал-от-
зыв отличается от тестового сигнала параметрами (как 
правило, фазовым сдвигом и амплитудой). Тестовый и 
выходной сигналы контролируемой системы подаются в 
анализатор, где в соответствии с диагностическими па-
раметрами определяются диагностические нормативы, 
характеризующие ее техническое состояние [2].

В этом случае параметр   функции гармонического 
закона можно представить как начальную фазу сигнала, 
статистические характеристики оценки которой доста-
точно подробно описаны, например, в работах [3–7]. 

Однако в большинстве случаев имеет значение не 
оценка самого параметра  , который часто известен 
(например, передаваемое сообщение либо контрольный 
сигнал), а значение функции от него. Это поясняется 
тем, что, например, многие объекты управления отра-
батывают непосредственно сигнал функции параметра, 
меняющегося по гармоническому закону (сельсины, эн-
кодеры, фазовые детекторы), а не сам параметр. Также 
в измерительной технике широкое распространение по-
лучили “косвенные измерения”, когда решения прини-
маются, в том числе, и по значениям функций гармони-
чески меняющихся параметров. Таким образом, возни-
кает необходимость в получении выражений, описыва-
ющих статистические характеристики оценок значений 
сигналов с гармонически меняющимися параметрами.

В работах [1–7] при рассмотрении вопросов оценки 
статистических характеристик гармонических сигналов 
в предположении большого отношения сигнал/шум авто-
ры полагают, что в этом случае вполне достаточно после 
разложения функции, описывающей сигнал, в окрестно-
сти оценки в степенной ряд ограничиться первым членом 
разложения, что в большинстве случаев позволяет полу-
чить приемлемые для практики соотношения. Однако 
вместе с тем указывается об использовании, в случае не-
обходимости, большего числа членов ряда, но их требуе-
мое число не конкретизируется. В работе [8] указано, что 
сигналы на выходе систем управления в общем случае 
являются нелинейными, однако дальнейшие исследова-
ния также проведены в допущении небольших отклоне-
ний. Известно, что большой ряд сигналов (функций) мо-
жет быть представлен путем преобразования Фурье на-
бором соответствующих гармонических составляющих. 
В то же время, выражений, строго описывающих стати-
стические характеристики оценок значений сигналов с 
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гармонически меняющимися параметрами, в известной 
авторам литературе не приведено.

Целью данной статьи является получение статисти-
ческих характеристик оценок значений сигналов с гар-
монически меняющимися параметрами.

1. Расчет статистических характеристик зна-
чений сигналов, параметры которых меняются 
по гармоническому закону. Положим, что косвенно 
измеряемый параметр (задающее воздействие, пере-
даваемый сигнал) имеет вид

  *ˆ ,                          (1)

где *  – истинное значение параметра,   – меша-
ющее воздействие (нормальная ошибка, обусловлен-
ная шумами), со следующими характеристиками:
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Несложно показать, что характеристики параме-
тра   *ˆ  описываются следующими соотно-
шениями:
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Необходимо получить плотности вероятности 
  nif ̂  и статистические характеристики   niM ̂ , 
  niD ̂   4...1i  оценок  ni ̂  – значений гармони-

ческих функций от параметра  ˆˆ nn  , где n  – не-
которая постоянная:
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Применив правило нахождения плотности веро-
ятности функции независимой случайной величины 
[9–10]
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где   1ˆ  i  – функция, обратная  ̂i , запишем 
выражения для плотностей вероятности гармониче-
ских функций от параметра n̂ (формулы (4)).

При использовании (6) необходимо учитывать, 
что входящие в выражения круговые (обратные три-
гонометрические) функции многозначны, а их глав-
ные значения ограничены пределами
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Определим числовые характеристики (матема-
тическое ожидание и дисперсию) оценок значений 
гармонических функций от параметра ̂  (4). Для их 
нахождения воспользуемся следующими соотноше-
ниями [9–11]:
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Используя соотношения (8) – (10), рассчитаем ма-
тематические ожидания оценок значений степеней 
гармонических функций от параметра n̂ :
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Аналогично имеем
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Из соотношения 
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С учетом (13) – (15) запишем выражения для мате-
матического ожидания оценок значений четвертой сте-
пени гармонических функций от параметра n̂ :
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Выражения (11) – (14, (16), (17) описывают матема-
тические ожидания (начальные моменты первого по-
рядка) для оценок значений первой, второй и четвертой 
степеней значений гармонических функций  ni ̂  
от параметра ̂ . Начальные моменты второго порядка 

          ˆˆˆˆ 22 dfM nini    для оценок значе-

ний функций  n̂1 ,  n̂2  описываются выражени-

ями (13), (14), а для оценок значений функций  n̂3 , 
 n̂4  – выражениями (16), (17). Дисперсии оценок 
  niD ̂  определяются следующими выражениями:
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Для удобства полученные соотношения, описывающие 
статистические характеристики оценок значений гармони-
ческих функций от параметра n̂  (4), сведены в табл. 1.

Выражения для систематических ошибок 
       ninini MM  ˆˆ    имеют вид
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Таблица 1. Статистические характеристики оценок значений гармонических функций от параметра n̂
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2. Анализ полученных результатов и предложе-

ния по их практическому применению. Анализ вы-
ражений, описывающих статистические характеристики 
значений функций  ni ̂  (табл. 1), показывает, что их 
математические ожидания являются смещенными отно-
сительно истинных значений функций. Систематическая 
ошибка (смещение)   niM ̂  зависит как от диспер-
сии мешающего воздействия (нормальной ошибки, обу-
словленной шумами)  , так и от истинного значения 
гармонической функции   ni  и кратности измеря-
емого параметра (задающего воздействия) n .

Зависимости систематических ошибок и диспер-
сий ошибок для функций )ˆsin( n  и )ˆ(sin2 n  от 

параметра   для двух значений   при 1n  пока-
заны на рис. 1. 

Статистические характеристики ошибок значений 
гармонических функций имеют выраженную нелиней-
ную осциллирующую зависимость. Экстремумы мате-
матического ожидания и дисперсии ошибки значения 
соответствующей гармонической функции сдвинуты от-
носительно друг друга на 2  (максимальному модуль-
ному значению систематической ошибки соответствует 
минимальная дисперсия, и наоборот).

Сумма квадратов систематических ошибок функций 
 )ˆsin(2

nM   и  )ˆcos(2
nM   определяется выра-

жением
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Рис. 1. Зависимости систематических ошибок и дисперсий ошибок от параметра   ( 1n ):
а – систематическая ошибка )ˆsin( n  (  5  и   10); 

б – дисперсия ошибки )ˆsin( n  (  5  и   10); 
в – систематическая ошибка )ˆ(sin2 n  (  5  и   10); 

г – дисперсия ошибки )ˆ(sin2 n  (  5  и    10 )
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а систематические ошибки значений второй сте-
пени гармонических функций  )ˆ(sin 2

nM   и  )ˆ(cos2
nM   равны по абсолютному значению и 

противоположны по знаку, т. е.

    0)ˆ(cos)ˆ(sin 22  nn MM  .           (24)

Дисперсии ошибок значений второй степени гармо-
нических функций  )ˆ(sin 2

nD   и  )ˆ(cos2
nD  , в отли-

чие от дисперсий ошибок значений первой степени гар-
монических функций  )ˆsin( nD   и  )ˆcos( nD  , равны 
между собой при любых n̂ .

Полученные результаты позволяют синтезировать 
схемы устройств контроля трактов (УКТ), упрощенный 
вариант одного из них изображен на рис. 2. 

Упрощенная схема УКТ (рис. 2) включает следую-
щие основные элементы:

УИ – управляемый инвертор;

i  – сумматор сигналов;
ВГ – высокостабильный генератор;
ПР – преобразователь сигналов;

2  – управляемый фазовращатель;
КДi – квадратичный детектор;

 
T

ni
0

̂  – интегратор (накопитель) сигнала;

12   – делитель напряжения (сигналов);

– Ln  12   – логарифмический усилитель;
ССУ – схема сравнения и управления.
Блоки 1–4, выделенные на рис. 2 пунктирной линией, 

включают в себя квадратичные детекторы КДi, интегра-

торы  
T

ni
0

̂  и коммутирующие элементы (для про-

стоты не показаны). Они отличаются друг от друга по-
рядком коммутации детекторов и интеграторов, а также 
коммутацией с сумматорами сигналов 1 , 2 . Неслож-
но показать, что при соответствующей коммутации бло-
ки 1 и 2, 3 и 4 эквивалентны, а саму схему УКТ можно 
свести к одноканальной с разными режимами работы с 
сигналами  ni ̂ . Делитель напряжения (сигналов) 

12   и логарифмический усилитель – Ln  12   
входят в состав схемы сравнения и управления, но для 
наглядности понимания описываемых процессов они 
вынесены отдельно.

Рассмотрим принцип работы упрощенной схемы 
устройства, изображенного на рис. 2.

Положим, что идентичность соответствующих эле-
ментов УКТ установлена заранее. При отсутствии по-
лезного сигнала (косвенно измеряемого параметра, 
задающего воздействия) путем соответствующей ком-
мутации в схеме сравнения и управления ССУ про-
веряется уровень шумов в каналах УКТ и достигается 
их выравнивание. Полезный сигнал * , смешавшись с 
шумом, поступает на вход преобразователя ПР, на вто-
рой вход которого поступает сигнал высокостабильного 
генератора ВГ. С выхода преобразователя ПР сигнал, 
являющийся гармонической функцией от параметра 

n̂ , разветвляясь, поступает на квадратурные каналы, 
каждый из которых разветвляется на каналы формиро-
вания математического ожидания квадрата и квадрата 
математического ожидания гармонической функции. 
Квадратурность каналов достигается внесением управ-
ляемым фазовращателем фазового сдвига 2 . Поло-
жим, что сигналы формируются так, как изображено на 
схеме на рис. 2. Тогда с выхода сумматоров 1  и 2  на 
схему сравнения и управления ССУ поступают сигна-
лы, равные   2exp nT   и T  соответственно, где 
T  – известное время накопления. С выхода делителя 

12   сигнал, равный   2exp n , поступает на 
логарифмический усилитель – Ln  12  , с выхода ко-
торого снимается напряжение  2n . Значение напря-
жения на выходе сумматора 2 , отличное от T , свиде-
тельствует о неквадратурности каналов, т. е. о внесении 
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фазовращателем фазового сдвига   2 , где   – 
фазовая ошибка. В этом случае на вход управляемого ин-
вертора поступает сигнал об изменении знака входящего 
полезного сигнала. Разность прямого и инвертированно-
го сигналов   с выходов сумматоров 1  и 2  в схеме 
сравнения и управления будет определяться выражением

     
 )ˆsin()ˆcos(: 22

1 1 nn MM 

     )ˆsin()ˆcos( 22
nn MM 

       
  2exp

sincossincos4




n
T nn



 , (25)
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где значения функций  ncos ,    nsin  могут 
быть предварительно оценены с точностью до множите-
ля   2exp 2

n  по значениям напряжений, снятых с 
выходов интеграторов блоков 2, 3 соответственно.

Логарифм отношения разностей прямого и инверти-
рованного сигналов   с выходов сумматоров 1  и 2  
на выходе логарифмического усилителя определяется 
соотношением

– Ln  2
1

2

n
















,                 (27)

и не зависит от фазовой ошибки   фазовращателя, что 
позволяет произвести оценку дисперсии мешающего 
воздействия.

Таким образом, используя разности прямого и ин-
вертированного сигналов   в качестве сигналов рас-
согласования, производится устранение фазовой ошиб-
ки фазовращателя, так как 00 

   . Предложенная 
схема позволяет контролировать квадратурность кана-
лов устройства, производить измерение уровня шумов и 
оценку дисперсии ошибок измерения и может быть ис-
пользована в существующих и перспективных системах 
управления и контроля.

Выводы:
1. В работе получены выражения для плотностей 

вероятностей оценок и числовых характеристик оценок 
значений гармонических функций и их ошибок.

2. На основании полученных соотношений синте-
зирована схема устройства контроля трактов, которое 
позволяет контролировать квадратурность каналов, 

производить измерение уровня шумов и оценку диспер-
сии ошибок измерения.

3. Полученные в работе результаты целесообразно 
использовать в существующих и перспективных систе-
мах обработки данных, измерительных системах и си-
стемах управления.
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