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Анотація. Досліджено динаміку та параме-

три коливань тросових елементів розгалуже-
них конструкцій з урахуванням розслаблень в 
окремих елементах в умовах розвинутого мор-
ського хвилювання, течій та вимушених змі-
щень. 
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ВСТУП 
 

Різноманітні розгалужені підводні бук-
сирувані (ПБС) та заякорені тросові систе-
ми (Рис. 1) широко застосовуються при 
проведенні розвідки та видобутку корис-
них копалин і обслуговування підводних 
родовищ, оглядів акваторій, дослідженні 
профілю та ресурсів морського дна, лову 
та розведення риби, при будівництві і 
експлуатації плавучих бурових платформ 
та інших гідроспоруд, а також в якості 

бонових огороджень для обмеження роз-
ливів нафти тощо [4]. 
Такі конструкції мають специфічні 

пружні властивості, які полягають у тому, 
що вони працюють на розтягування і не 
працюють на стискання [1, 8], що приво-
дить до появи ривків у гнучких елементах. 
Для зменшення дії ривків і вібрації в таких 
системах доцільне використання тросів з 
в'язкопружними і нелінійно-пружними ха-
рактеристиками, залежність між натягом і 
деформацією яких можна записати у ви-
гляді [8] 

,
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Рис. 1. Підводні розгалужені тросові системи 
Fig. 1. Submarine branched cable systems 
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Рис. 2. Схема розгалуженої тросової системи 
Fig. 2. Driving branched cable system 
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пружні постійні для лінійно, нелінійно і 
в'язкопружних матеріалів. 
 
 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 

 
1. Рух розгалужених просторових гнуч-

ких структур розглядається в нерухомій 
системі координат 3210 xxx . На гнучких 

елементах розгалуженої конструкції Рис. 2 
вибирається послідовність точок ( )kii xP , 

,N,  i,,k 0321 ==  так, щоб деякі з них спів-
падали з кінцями, місцями розгалужень та 
прикладення зосереджених сил, кріплення 
тіл. З розгалуженою структурою зв'язуєть-
ся граф, вершини якого відповідають виб-
раним точкам, ребра – з відрізкам троса, 
що їх з'єднують. Для цього графа будуєть-
ся матриця інцендентності розміром 

NN × , де елементам з ребрами відповідає 
1, а елементам без ребер – 0.  
На проміжку між точками iP  і jP  рух 

відрізку гнучкого елемента можна описати 

при допомозі радіус-вектора k
k

kijij eRR
rrr

∑
=

=
3

1

, 

де kijR  – функції, що виражають зв'язок 

довжин осі троса і координат точок iP  в 

нерухомій системі координат. Введемо 
звичайну параметризацію від довжини не-
деформованої осі l  троса. Нехай s  – дов-
жина осі троса від точки 0P  до точки P′ , в 

яку перемістилась точка P  після дефор-
мації. На систему діють як масові, так і по-
верхневі (гідродинамічні) сили. Інтенсив-
ність останніх залежить від орієнтації гну-
чких елементів у потоці, параметрів пото-
ку і параметрів конструкції. Враховуємо 
закон збереження маси і те, що гнучкі еле-
менти на стискання не працюють. Викори-
стовуючи узагальнення принципу віртуа-
льної роботи на динамічні задачі [5], обе-
ремо за узагальнені координати просторові 
координати точок дискретизації kix  і оде-

ржимо систему рівнянь, що описують рух 
розгалуженої системи з закріпленими точ-
ками та тілами в рідині. 
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де 
l

Rij
ij ∂

∂
=τ

r

r
, ijLl=ξ , 3,2,1=k , 

rNp −= ,1 , ijm  і aijm  – маса і приєднана 

маса, ijL  – довжина троса, ijF  – площа пе-

рерізу, τn C,C  – коефіцієнти гідродинаміч-

ного опору руху (нормального і дотично-

го) ij -го відрізку гнучкого елемента, V
r

 – 
вектор швидкості потоку, ρ  – щільність 

рідини, g
r

 – вектор вільного падіння, mM  

– маса тіл, mF
r

 – сили, що діють на тіла. 

Силу гідродинамічного опору руху в 
рідині беремо пропорційно квадрату від-
носної швидкості руху гнучкого елемен-

та й рідини υ−= rrr
VU  і записуємо у ви-

гляді двох складових [7]: 
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Сила опору при цьому буде 
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Коефіцієнти пропорційності nC  і τC  є 

функціями експериментальних коефіціє-
нтів опору, густини рідини, поперечних 
розмірів гнучкого елемента і визнача-
ються на основі теорії подібності. Для 
циліндричних тіл, якими здебільшого яв-
ляються троси, канати, кабелі, вони при-

ймаються у вигляді dKC ncn ρ=
2

1
 і 

PKC c ττ ρ=
2

1
, де d , P  – діаметр і пери-

метр поперечного перерізу гнучкого еле-
мента; nK  і τK  – коефіцієнти опору, які є 

функціями числа Рейнольдса 
( )vdV=Re . При стаціонарному обтікан-

ні в діапазоні чисел 63 1010Re ÷= , 
2,1=nK , 005,002,0 ÷=τK . 

Силу інерції приєднаної маси рідини 
беремо пропорційно відносному приско-
ренню 
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Проведемо деталізацію сил, що діють 

на тіла [7]. 
Сила плавучості m -го тіла буде 
 

( )gVMF TmcTmm

rr
ρ−= . 

 
Силу опору тіла будемо брати пропор-

ційно квадрату відносної швидкості тіла 
 

( )TmmTmmTmfm RVRVCF &rr&rrr
−−= . 

 
Коефіцієнт TmC  залежить від експери-

ментальних коефіцієнтів опору, щільнос-

ті рідини, розмірів тіла і його можна за-
писати у вигляді TmcTmTm SKC ρ= . 

Силу інерції приєднаної маси беремо 
пропорційно відносному прискоренню 

( )TmTmcTmam RVVF &&r&rr
−ρλ= . Коефіцієнти mλ  

знаходяться експериментально або розра-
ховуються по одній теорії обтікання  
Якщо в деяких r - точках задані кінема-

тичні крайові умови ( ) ( ) ( )tRR irir
00

rr
= , тоді в 

системі (2) кількість рівнянь зменшиться 
на r  рівнянь з відповідними номерами. 
Для дискретизованої системи початкові 

умови мають вигляд 
 

( ) ( )lRtlR kitotki

rr
==, ,   ( ) ( )ltl kitotki υ=υ =

rr
, . 

 
Основні типи крайових умов: 

– якщо задані переміщення обох країв, або 
один із країв не рухається, то маємо кіне-
матичні крайові умови 
 

( ) ( )tRtlR kk 00 ,
rr

= , ( ) ( )tRtlR NkNk

rr
=, ; 

 
– для автономних систем використовують-
ся динамічні крайові умови, тобто запису-
ється баланс сил на крайові точки 
 

( ) ( )tTtlT kk 00 ,
rr

= , ( ) ( )tTtlT NkNk

rr
=, ; 

 
– в задачах буксирування маємо комбіно-
вані крайові умови, тобто на одному із кра-
їв задано переміщення, а на другому – ди-
намічний баланс сил 
 

( ) ( )tRtlR kk 00 ,
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= , ( ) ( )tTtlT NkNk
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Для визначення радіус-векторів ( )tlR ii ,
r

 

функція зв’язку довжин дуг осей відрізків 
зв’язків і координат точок iP  виражається 

за допомогою параметричних локальних 
сплайнів першого ступеня [6] 
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де ξ  – параметр сплайна. 
Запропонована методика використана 

для зведення нелінійних початково-
крайових задач динаміки гнучких розга-
лужених систем з тілами до розрахункових 
систем звичайних диференціальних рів-
нянь, тобто задачі Коші по часу. 
В результаті підстановки виразів для 

радіус-векторів в рівняння руху і прове-
дення інтегрування, одержана система 

( ) rN −+13  звичайних нелінійних дифере-
нціальних рівнянь другого порядку відно-
сно kjx , де r – кількість кінематичних кра-

йових умов 
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де 3,2,1=k , Nj ,0= , 

( ) 11 +ξ−ξ−−= ikikkki xxVW && ,   

ikikik xxX −= +1 , 2
3

2
2

2
1 iiii XXXS ++= , 

( ) 62 1 jiijij +δ+δ=α , ( ) 62 1 jiijij +δ+δ=β , 

( ) 123 1 jiijij +δ+δ=ζ , ( ) 123 1 jiijij +δ+δ=η , 

( ) 121 jiijij +δ+δ=θ , ijij θ=χ 6 . 

 
Розрахункову систему рівнянь 

( ) rN −+13  звичайних диференціальних 

рівнянь другого порядку відносно kjx  

можна подати у вигляді 
 

).,(]][[ kpkpkp xxAx &&& Φ=  

 
Розв’язок нормалізованої нелінійної за-

дачi Коші знаходимо чисельно, користую-
чись багатокроковими методами типу пре-
диктор-коректор. 

2. Використовуючи запропонований пі-
дхід, досліджені коливання сіткових буй-
ково-заякорених систем під дією морсько-
го хвилювання.  
Зокрема, для системи, що представлена 

на рис. 3: число точок заякорення – 4, чис-
ло буйків – 4, число горизонтальних рядів 
– 1, число вертикальних гілок – 4, число 
діагональних ділянок – 4. Сили, що діють 
на буй, визначаються аналогічно [3]. За 
початкову обрано незбурену конфігурацію 
структури 

0;
0

0

0
==

== tjjtj xxx & . 

Для плоских морських хвиль, що набі-
гають на структуру по осі головної діаго-
налі конструкції (буйки 1-3) з періодом 

4,6=wT с, на Рис. 4 представлені вертика-

льні переміщення буйків по часу, з яких 
випливають відмінності в амплітудах і фа-
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зах коливань буйків, а також їх занурення. 
При цьому вертикальні коливання буйків 2 
і 4 співпадають в часі. В просторі буйки 1 і 
3 зносяться хвилюванням тільки у напрямі 
бігу хвиль, причому 1 буйок зноситься бі-
льше за інших, а буйки 2 і 4 зносяться як у 
напрямі бігу хвиль, так і стягуються до 
центру конструкції. 
Розглядаючи зміну натягу у вертикаль-

ній гілці конструкції під буйком 2 в часі, 
що представлена на рис. 5, можна зробити 

такий висновок: на всіх ділянках вертика-
льної гілки (1 – під буйком, 2 – над стиком 
з горизонтальною гілкою, 3 – під стиком з 
горизонтальною гілкою, 4 – для точки за-
якорення) спостерігаються ривки, причому 
на верхній ділянці величина ривка дещо 
менше ніж на нижньому, що можна пояс-
нити частковим гасінням величини ривка 
вагою ділянки вертикальної гілки, яка ві-
льно висить. Аналогічна картина спостері-
гається у всіх вертикальних гілках (коли 
натяг дорівнює нулю). 

3. Розглянемо буксирування системи 
[2], яка складається з двох гілок тралення 
(розтягуються в протилежні сторони при 
допомозі вертикальних крил відвідників, 
що мають постійну силу F0 відведення, на-
правлену перпендикулярно до лінії букси-
рування в різні боки) та підтримуючого 
буя (кріпиться до точки розгалуження), на 
хвилюванні рис. 6. 
Конкретні розрахунки проводилися для 

таких параметрів ПБС: довжина буксирно-
го троса до точки розгалуження 200м, до-
вжини відвідників по 100м, підтримуюча 
гілка завдовжки 100м. Початок системи 
координат сумістимо з точкою кріплення 
буксира. Задамо напрям осі 10x  проти хо-

ду хвиль, осі 30x  – проти напряму вектора 

 
 

Рис. 3. Схема буйково-заякореної системи 
Fig. 3. Driving-anchored buoy system 

 

 
 

Рис. 4. Вертикальні переміщення буйків 
Fig. 4. Vertical movement of the buoys 

 
 

Рис. 5. Зміна натягу у вертикальній гілці 
конструкції під буйком 2 у часі 
Fig. 5. Changing the tension in the vertical 
branch structure under the buoy 2 in time 
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g
r

, а вісь 20x  направлена так, щоб допов-
нювала трійку правої системи координат. 
Тоді закон руху буксируваного кінця на-
буде вигляду 
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де Ηx  – початкове відхилення точки бук-
сирування від початку координат. В якості 
початкової обрана незбурена конфігурація 
структури: підводний апарат знаходиться 
на глибині 200м, буй – на поверхні води 
(Рис. 6). Розрахунки проводилися для та-
ких параметрів ПБС: погонна маса троса 
3кг/м, площа перерізу троса ijF =0,0003м2, 

коефіцієнти пружності EijC =107Н і в'язко-

пружності EijijE CC ⋅= 02,0
2

, коефіцієнти 

опору руху ijCτ =0,78кг/м2, nijC =15,6кг/м2, 

коефіцієнт приєднаної маси aijC =0,4кг/м. 

Площа мідельового перерізу циліндрично-
го буйка 1м2, маса 100кг. Сила відведення 
Fo = 1кH. 

Розглянемо зміну натягу в різних точках 
конструкції ПБС в часі при зміні швидко-
сті буксирування, коли хвилювання відсу-
тнє (на тихій воді). На Рис. 7 представлені 
зміни натягу в точці кріплення буйка при 
східчастій зміні швидкості буксирування з 

см1=bV  на см3=bV  у момент часу рів-

ний 300 секунд. З рис.7 можна зробити ви-
сновок, що при миттєвій зміні швидкості 

натяг значно збільшується, причому в по-
чатковий момент збільшується сходинкою, 
а потім плавно виходить на новий стаціо-
нарний рух. На укрупненому фрагменті 
видно, що в'язкопружність добре згладжує 
вібрації, що виникають в пружному тросі. 

На Рис. 8 представлено зміну натягу 
при сходинковій зміні швидкості буксиру-
вання з см1=bV  на см4=bV  у момент 

часу рівний 300 секунд у корінному кінці 
(точці буксирування) (крива 1), у точці 
кріплення відвідника (крива 2) та у точці 
кріплення буя (крива 3), при хвилях з пері-
одом c6,5=wT . 
З малюнка можна зробити висновок, що 

зміна натягу носить самий різний харак-
тер. Так, в корінному кінці при зростанні 
швидкості буксирування ростуть як самі 
значення натягy, так і амплітуда зміни на-
тягу minmax TTTa −= . В точці ж кріплення 

відвідника характер поведінки натягу та-
кий же самий. В точці кріплення буя сере-
днє значення натягу спочатку сильно зрос-
тає, а потім зменшується до величин, тро-
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Рис. 6. Схема бусируваної системи 
Fig. 6. Driving towed system 
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Рис. 7. Зміни натягу в точці кріплення буйка 
при східчастій зміні швидкості буксирування 
з см 1=bV  на см 3=bV , у момент 

t = 300 с 
Fig. 7. Changing the tension at the point of 
fixing of the buoy step change towing speed of 

sm 1=bV  to sm 3=bV  at the moment 

t = 300 s 
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хи більших ніж до зміни швидкості, а амп-
літуда значно зростає. Причому як в ко-
рінному кінці, так і біля відвідника спосте-
рігаються ривки. Такі ж закономірності 
зберігаються для середніх значень натягу і 
амплітуд й при інших зростаннях швидко-
сті буксирування, тоді як для maxT  таких 

закономірностей немає.  
На Рис. 9 представлені переміщення по 

глибині (координата 3x ) точки кріплення 

буя системи при хвилях з періодом 
c6,5=wT і при зміні швидкості буксиру-

вання з см1  до см2  у момент часу рів-
ний 300 секунд (1 – без хвилювання, 2 – на 

хвилях). Бачимо, що амплітуда коливань 
буя при збільшенні швидкості буксировки 
зменшилась, також зменшилось і притоп-
лення буя. При зміні швидкості буксиру-
вання з 1м/с до 4м/с амплітуда коливань 
буя теж зменшилась, але притоплення збі-
льшилось, що слідує із Рис. 9, де представ-
лені переміщення по глибині (координата 

3x ) точки кріплення буя системи при хви-

лях з періодом c6,5=wT . 

На Рис. 10 представлені переміщення 
відвідників (точки 3P , 4P  в площині 210xx  

при переході з см1=bV  на см4 ), які по-

казують значне звуження зони захвату 
тралення. Поява ривків спостерігається як 
при сходинковому збільшенні швидкості 
буксирування, так і при її зменшенні.  
Розглянуто зміну натягнення в різних 

точках конструкції ПБС в часі при зміні 
швидкості буксирування, і зроблено ви-
сновок, що при миттєвій зміні швидкості 
буксирування значно збільшується, при-
чому в початковий момент збільшується 
сходинкою, а потім плавно виходить на 
новий стаціонарний рух і що в'язкопруж-
ність добре згладжує вібрації, що виника-
ють в пружному тросі. В точці кріплення 
буя середнє значення натягу спочатку си-
льно зростає, а потім зменшується до ве-
личин, трохи більших ніж до зміни швид-
кості, а амплітуда значно зростає. Причому 
як в корінному кінці, так і біля відвідника 
спостерігаються ривки. Такі ж закономір-

 
Рис. 9. Переміщення по глибині (координата 

3x ) точки кріплення буя 

Fig. 9. Movements in depth attachment 
(coordinate 3x ) points buoy 

 
 

Рис. 8. Зміна натягу при сходинковій зміні 
швидкості буксирування з см1=bV  на 

см4=bV  

Fig. 8. Changing the tension step change towing 
speed of smVb 1=  to smVb 4=  



Інформаційні технології, логістика 

 

ПІДВОДНІ ТЕХНОЛОГІЇ •••• 01/2015, 50-58 
Промислова та цивільна інженерія 

57

ності зберігаються для середніх значень 
натягнення і амплітуд й при інших зрос-
таннях швидкості буксирування, тоді як 
для maxT  таких закономірностей немає. 

 
 

ВИСНОВКИ 
 
Запропонований спосіб розрахунку ди-

наміки просторових розгалужених струк-
тур дозволяє визначити кінематичні і си-
лові характеристики конструкції під дією 
хвилювання з врахуванням розслаблення в 
окремих її елементах. Проведений аналіз 
дозволяє зробити такі висновки: в'язкоп-
ружність впливає тільки при різкій зміні 
швидкості  буксирування і практично не 
впливає при буксируванні на регулярному 
морському хвилюванні, тобто коли немає 
ривків. Проаналізовано також вплив в'яз-
копружності на натяг в кожному елементі 
розгалуженої системи, а також визначено 
елементи, в яких виникають розслаблення 
і відповідно – ривки. Одержано, що в'язко-
пружність добре згладжує післяривкові 
вібрації, крім першого ривка. 
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Summary. Research of dynamics of subma-

rine flexible distributed systems with viscoelastic 
and nonlinear elastic elements and lumped masses 
under the action of the environment. 

Based on prytsypu virtual work, and using 
graph theory constructed discrete and continuum 
equations of motion by initial boundary condi-
tions for flexible systems with regard nepotent-
sialnopruzhnyh properties during their one-sided 
work. Initial-boundary value problems are re-
duced to the Cauchy problems by the methods of 
spline functions.  

The obtained qualitative (viscoelasticity little 
impact on the first peak ryvkovyh stress and well 
smooths the following; nonlinear elasticity ryv-
kovyh lowers stress, but smoothing them) and 
quantitative frequency response at different pa-
rameters of forced oscillations. 

The work was made possible to construct a 
mathematical model and software of forced oscil-
lations submarine branched cable systems. 

A study of the dynamics of submarine 
branched cable systems. 

Key words: branched underwater cable sys-
tems, sea waves. 

 


