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... âðÿä ëè ñëó÷àéíî îáíàðóæåíî áûëî

... ðàâåíñòâî êðóãà è êâàäðàòà

ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 8/9 åãî äèàìåòðà

À.Ï. Þøêåâè÷

Ïàìÿòè Âåíèàìèíà Ôåäîðîâè÷à Êàãàíà

Ââåäåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî 3 ãëàäêèõ ñåìåéñòâà êðèâûõ íà ïëîñêîñòè îá-

ðàçóþò â íåêîòîðîé îáëàñòè D òðè-òêàíü W , åñëè â êàæäîé òî÷êå ýòîé îá-

ëàñòè êðèâûå ñåìåéñòâ ïîïàðíî òðàíñâåðñàëüíû. Ñëåäóÿ Â. Áëÿøêå [1], ìû

ðàññìàòðèâàåì òðè-òêàíè ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ:

òðè-òêàíè W è W̃ , çàäàííûå â îáëàñòÿõ D è D̃ ñîîòâåòñòâåííî, ñ÷èòàþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì D → D̃,

ïåðåâîäÿùèé ëèíèè îäíîé òêàíè â ëèíèè äðóãîé.

Ïðîñòåéøàÿ òðè-òêàíü (ìû íàçûâàåì åå ïàðàëëåëüíîé) îáðàçîâàíà òðåìÿ

ñåìåéñòâàìè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Òðè-òêàíü, ýêâèâàëåíòíàÿ ïàðàëëåëü-

íîé òêàíè, íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëèçóåìîé èëè ðåãóëÿðíîé. Âñå ïàðàëëåëüíûå

òêàíè ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó è áîëåå òîãî, îíè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû

ìåæäó ñîáîé.

Îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â òåîðèè òêàíåé � íàõîæäåíèå ïîäêëàññà ðå-

ãóëÿðíûõ òêàíåé â çàäàííîì êëàññå òêàíåé. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òðè-

òêàíü, îáðàçîâàííàÿ òðåìÿ ïó÷êàìè ïðÿìûõ, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Íî óæå

ñëåäóþùàÿ ïî ñëîæíîñòè òðè-òêàíü, îáðàçîâàííàÿ òðåìÿ ïó÷êàìè îêðóæ-

íîñòåé (â [2] ìû ïðåäëîæèëè íàçûâàòü åå êðóãîâîé òêàíüþ, èëè, êîðî÷å,

C-òêàíüþ), íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåãóëÿðíîé. Â 1953 ãîäó íà îäíîé

èç ñâîèõ ëåêöèé â Ñòàìáóëå Áëÿøêå ïðèâåë ïðèìåð ðåãóëÿðíîé êðóãîâîé

òêàíè (òðè ýëëèïòè÷åñêèõ ïó÷êà ñ ïîïàðíî ñîâïàäàþùèìè âåðøèíàìè) è

ïðåäëîæèë íàéòè âñå êëàññû ðåãóëÿðíûõ òêàíåé, îáðàçîâàííûõ ïó÷êàìè

îêðóæíîñòåé. Ïî ñóùåñòâó, ïèøåò îí â ñâîåé êíèãå [1], çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

íåêîòîðîìó àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Íî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, î

êîòîðîì ãîâîðèë Áëÿøêå, îêàçàëîñü ñëèøêîì áîëüøîé ñòåïåíè è ñëèøêîì

ñëîæíûì äëÿ àíàëèçà, ïîýòîìó óêàçàííûé èì ñïîñîá ðåøåíèÿ íå ïîçâîëèë

ðåøèòü çàäà÷ó ïîëíîñòüþ. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îêàçàëîñü âåñüìà

ñëîæíûì, îíî ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [2], [3], ñì. òàêæå [4].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñòðîèòñÿ àïïàðàò äëÿ èçó÷åíèÿ òêàíåé, îáðàçî-

âàííûõ òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè ñåìåéñòâàìè îêðóæíîñòåé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä

âíåøíèõ ôîðì è ïîäâèæíîãî ðåïåðà Ýëè Êàðòàíà, ìû íàõîäèì ñòðóêòóðíûå

óðàâíåíèÿ òàêîé òêàíè è åå âàæíåéøèé äèôôåðåíöèàëüíûé îòíîñèòåëüíûé
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èíâàðèàíò � êðèâèçíó, îáðàùåíèå â íóëü êîòîðîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

äëÿ ðåãóëÿðíîñòè òêàíè.

Ñëåäóÿ Äàðáó, ìû ðàññìàòðèâàåì îêðóæíîñòü êàê òî÷êó òðåõìåðíîãî

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P 3. Â èíòåðïðåòàöèè Äàðáó òî÷êè ïëîñêîñòè

(îêðóæíîñòè íóëåâîãî ðàäèóñà) èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè íåêîòîðîé îâàëüíîé

êâàäðèêè ïðîñòðàíñòâà P 3, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êâàäðèêîé Äàðáó (ìû îáî-

çíà÷àåì åå Q). Îêðóæíîñòè âåùåñòâåííîãî è ÷èñòî ìíèìîãî ðàäèóñà èçîáðà-

æàþòñÿ òî÷êàìè âíåøíåé è âíóòðåííåé (ïî îòíîøåíèþ ê êâàäðèêå Äàðáó)

îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà P 3 ñîîòâåòñòâåííî; ïó÷êè îêðóæíîñòåé � ïðÿìûìè

â P 3, ñâÿçêè îêðóæíîñòåé � ïëîñêîñòÿìè. Ïðè ýòîì ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýë-

ëèïòè÷åñêèå ïó÷êè èçîáðàæàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìûìè, ïåðåñåêàþùè-

ìè è íå ïåðåñåêàþùèìè êâàäðèêó Äàðáó; ïàðàáîëè÷åñêèå ïó÷êè � ïðÿìû-

ìè, êàñàþùèìèñÿ êâàäðèêè Äàðáó; ïàðàáîëè÷åñêèå ñâÿçêè îêðóæíîñòåé �

ïëîñêîñòÿìè, êàñàþùèìèñÿ êâàäðèêè Äàðáó; îðòîãîíàëüíûå ïó÷êè îêðóæ-

íîñòåé � ïðÿìûìè, ñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî êâàäðèêè Äàðáó. Òî÷êè,

ïðèíàäëåæàùèå îêðóæíîñòè C, èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè êâàäðèêè Äàðáó,

ëåæàùèìè íà ïåðåñå÷åíèè ýòîé êâàäðèêè ñ ïëîñêîñòüþ, ïîëÿðíî ñîïðÿæåí-

íîé îáðàçó òî÷êè C îòíîñèòåëüíî Q, è ò.ä. Òðè ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé,

îáðàçóþùèõ òðè-òêàíü, èçîáðàæàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, òðåìÿ êðèâûìè (ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü èõ `i, i = 1, 2, 3), à òðè îêðóæíîñòè òêàíè èç ðàçíûõ ñå-

ìåéñòâ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M , èçîáðàæàþòñÿ òðåìÿ òî÷êàìè ëèíèé

`i, ëåæàùèìè â îäíîé è òîé æå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê êâàäðèêå Äàðáó â

òî÷êå M .

Íàøà òåîðèÿ îáîáùàåò ðåçóëüòàòû Â. Ëàçàðåâîé, êîòîðàÿ ìåòîäîì Êàð-

òàíà èçó÷àëà òêàíè, îáðàçîâàííûå ïó÷êàìè îêðóæíîñòåé, ñì. [5], [6]. Ïî-

äâèæíîé ðåïåð, ïîñòðîåííûé Ëàçàðåâîé, áûë èñïîëüçîâàí Ì. Àêèâèñîì â [7]

äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèÿ àëãåáðàèçóåìîñòè òðîéêè ïðîñòðàíñòâåííûõ êðè-

âûõ. Ìû ñòðîèì àíàëîãè÷íûé ðåïåð è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ ðàáîò.

1. Ïîäâèæíîé ðåïåð, àäàïòèðîâàííûé ê òðîéêå êðèâûõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòèâíûé ðåïåð â P 3 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òî÷åê îáùåãî

ïîëîæåíèÿ {Aα}(α, β, γ = 0, 1, 2, 3). Ìû ðàññìàòðèâàåì òàê íàçûâàåìûé ïî-

äâèæíîé ðåïåð, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðîåêòèâíûõ ðåïåðîâ ïðîñòðàíñòâà.

Èíôèíèòåçèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïîäâèæíîãî ðåïåðà çàïèøåì â îáû÷íîì

âèäå:

dAα = ωβαAβ , (1)
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ãäå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ωβα çàâèñÿò îò 16-òè ïàðàìåòðîâ � îäíîðîä-

íûõ êîîðäèíàò òî÷åê {Aα} îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî íåïîäâèæíîãî ðåïåðà

è óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà:

dωβα = ωγα ∧ ωβγ . (2)

Çäåñü d îçíà÷àåò âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ∧ � âíåøíåå óìíîæåíèå.

Ðàññìîòðèì â P 3 3 ãëàäêèå êðèâûå `i (i = 1, 2, 3). Ïîìåñòèì âåðøèíó Ai

ðåïåðà íà êðèâóþ `i è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü [A1A2A3] òðàíñâåðñàëü-

íà êðèâûì `i.

Òàê êàê òî÷êà Ai îïèñûâàåò êðèâóþ `i, òî â ñèëó (1) èç òðåõ ôîðì ωji ,

i, j, k = 1, 2, 3, ïðè ôèêñèðîâàííîì i òîëüêî îäíà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ. Ïðè

ýòîì, òàê êàê ïëîñêîñòü [A1A2A3] òðàíñâåðñàëüíà êðèâûì `i, òî ω
0
i 6= 0, è

ìîæíî ïîëîæèòü

ωji = λji ω
0
i . (3)

Òîãäà

dAi = ωiiAi + ω0
iBi, (4)

ãäå

Bi = A0 + λji Aj + λki Ak. (5)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ (3), ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íûå óðàâíåíèÿ, èç êîòî-

ðûõ íàéäåì:

dλki + λki (ω
k
k − ω0

0) + ωk0 + λji (λ
k
j − λki )ω0

j − (λki )
2ω0

k = 2µki ω
0
i . (6)

Âåðíû

Òåîðåìà 1. [5, 7] Âåëè÷èíû µki ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ïðîåêòèâ-

íûìè èíâàðèàíòàìè òðîéêè êðèâûõ `i. Êðèâàÿ `i ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà µji = µki = 0 (çäåñü âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû).

Òåîðåìà 2. [7] Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðîéêà êðèâûõ `i ïðèíàäëåæàëà îä-

íîé íîðìêðèâîé ïðîñòðàíñòâà P 3, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé

µ1
2 + µ2

1 = 0, µ1
3 + µ3

1 = 0, µ3
2 + µ2

3 = 0. (7)

Êàê ïîêàçàíî â [5], ñåìåéñòâî ðåïåðîâ Aα ìîæíî ñóçèòü òàê, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà λij + λik = 0, â êîòîðûõ âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû. Êàê è

â [5], îáîçíà÷èì

λ12 = −λ13 = λ1, λ23 = −λ21 = λ2, λ31 = −λ32 = λ3. (8)
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Â ðåçóëüòàòå êàíîíèçàöèè óðàâíåíèÿ (3) ïðèìóò âèä

ω2
1 = −λ2 ω0

1 , ω3
1 = λ3 ω0

1 ,

ω3
2 = −λ3 ω0

2 , ω1
2 = λ1 ω0

2 ,

ω1
3 = −λ1 ω0

3 , ω2
3 = λ2 ω0

3 ,

(9)

à óðàâíåíèÿ (6) ïðèâåäóòñÿ ê âèäó [7]:

dλ1 + λ1(ω1
1 − ω0

0) = (µ1
2 + λ1λ2)ω0

2 + (µ1
3 − λ1λ3)ω0

3 ,

dλ2 + λ2(ω2
2 − ω0

0) = (µ2
3 + λ2λ3)ω0

3 + (µ2
1 − λ1λ2)ω0

1 ,

dλ3 + λ3(ω3
3 − ω0

0) = (µ3
1 + λ3λ1)ω0

1 + (µ3
2 − λ3λ2)ω0

2 ,

ω1
0 = (λ1)2ω0

1 + (µ1
2 − λ1λ2)ω0

2 − (µ1
3 + λ1λ3)ω0

3 ,

ω2
0 = (λ2)2ω0

2 + (µ2
3 − λ2λ3)ω0

3 − (µ2
1 + λ2λ1)ω0

1 ,

ω3
0 = (λ3)2ω0

3 + (µ3
1 − λ3λ1)ω0

1 − (µ3
2 + λ3λ2)ω0

2 .

(10)

Òî÷êè Bi, ëåæàùèå íà êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì `i, çàïèøóòñÿ òàê (ñì. (5)):

B1 = A0−λ2A2+λ
3A3, B2 = A0−λ3A3+λ

1A1, B3 = A0−λ1A1+λ
2A2. (11)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êàíîíèçàöèè: òî÷êà A0 ïîìåùåíà â ïîëþñ ïëîñ-

êîñòè π0 = [A1A2A3] îòíîñèòåëüíî ëèíåé÷àòîé êâàäðèêè K ñ îáðàçóþùèìè

[AiBi] [6].

Â ðåçóëüòàòå êàíîíèçàöèè âåëè÷èíû λi ñòàíîâÿòñÿ îòíîñèòåëüíûìè èí-

âàðèàíòàìè, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îáðàùåíèÿ èõ â íóëü íàéäåí â [5]. Â

÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà `i ïðÿìûå, îáðàùåíèå âñåõ λi â íóëü îçíà÷àåò,

÷òî ïðÿìûå `i ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî óñèëèòü.

Êàê âèäíî, èç ôîðìóë (10), ñîîòíîøåíèÿ λi = 0 âëåêóò ðàâåíñòâà µki = 0.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòðàæàåò ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíûé ðåçóëü-

òàò: åñëè êðèâûå `i òàêîâû, ÷òî êàñàòåëüíûå ê íèì â ëþáîé òðîéêå òî÷åê

Ai ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî òàêèå êðèâûå `i ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü πi ê êðèâîé `i â òåêó-

ùåé òî÷êå Ai èìååò âèä [AiBiCi], ãäå

C1 = −µ2
1A2 + µ3

1A3, C2 = −µ3
2A3 + µ1

2A1, C3 = −µ1
3A1 + µ2

3A2.

Â ðåïåðå Aα ïëîñêîñòè πi îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè:

(µ3
1λ

2 − µ2
1λ

3)x0 + µ3
1x

2 + µ2
1x

3 = 0,

(µ1
2λ

3 − µ3
2λ

1)x0 + µ3
2x

1 + µ1
2x

3 = 0,

(µ2
3λ

1 − µ1
3λ

2)x0 + µ2
3x

1 + µ1
3x

2 = 0.

(12)
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Ïëîñêîñòè πi è π0 = [A1A2A3] ïðèíàäëåæàò îäíîé ñâÿçêå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

µ3
1µ

1
2µ

2
3 + µ3

2µ
2
1µ

1
3 = 0. (13)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è òåîðåìû 2 âûòåêàåò

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðîéêà êðèâûõ `i ïðèíàäëåæàëà îäíîé

íîðìêðèâîé ïðîñòðàíñòâà P 3, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïëîñêî-

ñòè πi è π0 = [A1A2A3] ïðèíàäëåæàëè îäíîé ñâÿçêå ñ âåðøèíîé â òî÷êå

Áðèàíøîíà òðåóãîëüíèêà A1A2A3 îòíîñèòåëüíî êîíèêè π0 ∩K.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîìó âû÷èñëåíèþ.

2. Óðàâíåíèå òðè-òêàíè W , îáðàçîâàííîé ñåìåéñòâàìè

îêðóæíîñòåé.

Ïóñòü êâàäðèêà Äàðáó Q çàäàíà â ïîäâèæíîì ðåïåðå Aα óðàâíåíèåì

gαβx
αxβ = 0. (14)

Êîýôôèöèåíòû gαβ ≡ gβα ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ ïîäâèæíîãî

ðåïåðà è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

dgαβ − gγβωγα − gαγω
γ
β = θgαβ . (15)

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òðè-òêàíü W , îáðàçîâàííóþ òðåìÿ ñå-

ìåéñòâàìè îêðóæíîñòåé. Ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé, îáðàçóþùèõ òðè-òêàíü,

èçîáðàæàþòñÿ â P 3 êðèâûìè `i, à òðè îêðóæíîñòè òêàíè èç ðàçíûõ ñå-

ìåéñòâ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M , èçîáðàæàþòñÿ òðåìÿ òî÷êàìè ëèíèé

`i, ëåæàùèìè â îäíîé è òîé æå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê êâàäðèêå Äàðáó.

Ïîýòîìó ìû ñóæàåì ñåìåéñòâî ðåïåðîâ, îñòàâëÿÿ òîëüêî òàêèå ðåïåðû, ó

êîòîðûõ ïëîñêîñòü π0 = [A1A2A3] êàñàåòñÿ êâàäðèêè Äàðáó Q.

Ïîìåñòèì â òî÷êó êàñàíèÿ òî÷êó M = A1 + A2 + A3 (åùå îäíî ñóæå-

íèå ñåìåéñòâà ðåïåðîâ). Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷êè M â óðàâíåíèå (14),

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

g11 + g22 + g33 + 2g12 + 2g13 + 2g23 = 0,

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

g1 + g2 + g3 = 0, (16)

ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

gα = gα1 + gα2 + gα3. (17)
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Íàïîìíèì, ÷òî ïîëÿðíîå ñîîòâåòñòâèå òî÷åê A(xα) B(yα) îòíîñèòåëü-

íî êâàäðèêè Q îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì gαβx
αyβ = 0. Êðàòêî ýòî óñëîâèå

çàïèñûâàþò â âèäå (AB) = 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áàçèñíûõ òî÷åê óñëîâèå

(AαBβ) = 0 ýêâèâàëåíòíî gαβ = 0.

Òàê êàê ïëîñêîñòü π0 = [A1A2A3] êàñàåòñÿ êâàäðèêè Q â òî÷êå M =

A1 +A2 +A3, òî ýòà òî÷êà ïîëÿðíî ñîïðÿæåíà êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè π0.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì (MA1) = 0, (MA2) = 0, (MA3) = 0, ÷òî â ñèëó

îáîçíà÷åíèé (17) äàåò

gi = 0. (18)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ (1), çàïèøåì äèôôåðåíöè-

àë òî÷êè M = A1 +A2 +A3:

dM = (ω0
1 + ω0

2 + ω0
3)A0 + (...)A1 + (...)A2 + (...)A3.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà êâàäðèêå Q, à ïëîñêîñòü π0 = [A1A2A3]

êàñàåòñÿ Q â òî÷êå M . Ïîýòîìó â â ïðàâîé ÷àñòè êîýôôèöèåíò ïðè A0

äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ:

ω0
1 + ω0

2 + ω0
3 = 0. (19)

Ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé òêàíè W â

ïîäâèæíîì ðåïåðå.

3. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òðè-òêàíè W , îáðàçîâàííîé

ñåìåéñòâàìè îêðóæíîñòåé.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâà (18), ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè (15). Ïîñëå

ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì (18) è (19), ïîëó÷èì:

gikω̃
k + g0ω

0
i = 0, (20)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

ω̃k = ωk1 + ωk2 + ωk3 . (21)

Â ñèëó (18) èç óðàâíåíèé (20) òîëüêî 2 íåçàâèñèìûõ. Ñ ó÷åòîì (18) ïåðâûå

2 èç íèõ ïåðåïèøåì â âèäå:

g11(ω̃
1 − ω̃3) + g12(ω̃

2 − ω̃3) + g0ω
0
1 = 0,

g21(ω̃
1 − ω̃3) + g22(ω̃

2 − ω̃3) + g0ω
0
2 = 0.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå

ω̃1 − ω̃3 =
g0
∆
(g23ω

0
1 − g12ω0

3),

ω̃2 − ω̃3 =
g0
∆
(g13ω

0
2 − g12ω0

3),
(22)
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ãäå îáîçíà÷åíî

∆ = g12g13+g12g23+g13g23 ≡ g11g22−(g12)2 ≡ g11g33−(g13)2 ≡ g22g33−(g23)2.
(23)

Ðàâåíñòâà (22) çàïèøåì â áîëåå ñèììåòðè÷íîé ôîðìå, ââåäÿ íîâóþ ôîðìó

θ̃:
ω̃1 = θ̃ +

g0
∆
g23ω

0
1 ,

ω̃2 = θ̃ +
g0
∆
g13ω

0
2 ,

ω̃3 = θ̃ +
g0
∆
g12ω

0
3 .

(24)

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì óáåæäàåìñÿ, ÷òî âíåøíåå äèôôåðåíöèðî-

âàíèå óðàâíåíèÿ (19) â ñèëó (24) ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó è ñïðàâåäëèâû óðàâ-

íåíèÿ

dω0
1 = ω0

1 ∧ ω, dω0
1 = ω0

1 ∧ ω, (25)

ãäå

ω = ω0
0 − θ̃ + ω2

1 + ω1
2 + ω3

1 + ω1
3 + ω3

2 + ω2
3 =

= ω0
0 − θ̃ + (λ3 − λ2)ω0

1 + (λ1 − λ3)ω0
2 + (λ2 − λ1)ω0

3 .
(26)

Ñîãëàñíî òåîðèè [8], óðàâíåíèÿ (25) ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè

ðàññìàòðèâàåìîé òêàíè W , à ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ åå ôîðìîé êðèâèçíû.

4. Êðèâèçíà òðè-òêàíè W , îáðàçîâàííîé ñåìåéñòâàìè

îêðóæíîñòåé.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1.

dg0 =g0(θ + ω0
0) + g0kω̃

k =

=g0(θ + θ̃ + ω0
0) +

g0
∆
(g01g23ω

0
1 + g02g13ω

0
2 + g03g12ω

0
3).

(27)

Ëåììà 2.

d∆ =2∆(θ + 2θ̃ − (ω2
1 + ω1

2 + ω3
1 + ω1

3 + ω3
2 + ω2

3))+

+ 2g23(g02 + g03)ω
0
1 + 2g13(g01 + g03)ω

0
2 + 2g12(g01 + g02)ω

0
3 .

(28)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (27) è (28) äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 3. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèé (24) äàåò åäèíñòâåí-

íîå óðàâíåíèå:

dθ̃ = −g0
∆
(g11λ

1 + g22λ
2 + g33λ

3)ω0
1 ∧ ω0

2−

− g0
∆2

(g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13))ω0
1 ∧ ω0

2 .
(29)
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Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû è ïðåäûäóùèõ ïðîäèôôåðåíöèðóåì

ôîðìó ω, äàííóþ ôîðìóëîé (26). Ïîñëå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 5. Ôîðìà êðèâèçíû òêàíè W óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dω = bω0
1 ∧ ω0

2 ,

ãäå b � êðèâèçíà òêàíè W � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

b = −2(µ2
1 + µ2

1 + µ3
1 + µ1

3 + µ2
3 + µ3

2)+

+
g0
∆
(λ1(g22 + g33) + λ2(g11 + g33) + λ3(g11 + g22))+

+
g0
∆2

(g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13)).

(30)

Â ñëó÷àå, åñëè µij = 0 (êðèâûå `i ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè, òî åñòü òêàíü

W ñîñòîèò èç ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé) ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ íàéäåííîé â

ðàáîòå [5].

5. Ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè ðåãóëÿðíûõ òðè-òêàíåé,

îáðàçîâàííûõ ñåìåéñòâàìè îêðóæíîñòåé.

Òðè-òêàíü W ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè åå êðèâèçíà ðàâíà íóëþ [1].

Ðåãóëÿðíûå êðóãîâûå òðè-òêàíè (µij = 0), êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå,

ïîëíîñòüþ îïèñàíû.

Ðàâåíñòâà λi = 0 âëåêóò µij = 0 (ñì. âûøå), ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò êëàññ

òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (30), êðèâèçíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó òðåõ

ñëàãàåìûõ, ïðèíàäëåæàùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåðåíöèàëüíûì îêðåñòíî-

ñòÿì âòîðîãî, ïåðâîãî è íóëåâîãî ïîðÿäêîâ. Ïîýòîìó â êëàññå ðåãóëÿðíûõ

òêàíåé (b = 0) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ 3 ïîäêëàññà, îïðåäåëÿå-

ìûå, ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèÿìè:

µ2
1 + µ2

1 + µ3
1 + µ1

3 + µ2
3 + µ3

2 = 0, (31)

λ1(g22 + g33) + λ2(g11 + g33) + λ3(g11 + g22 = 0, (32)

g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13 = 0. (33)

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êàæäîãî èç óñëîâèé (31)

� (33) è îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ðåãóëÿðíûõ òêàíåé. Íàïðèìåð,

óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ïåðâîãî èç ýòèõ êëàññîâ ñîñòîèò èç äâóõ ðàâåíñòâ �

(31) è

∆(λ1(g22 + g33) + λ2(g11 + g33) + λ3(g11 + g22))+

+ (g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13)) = 0.
(34)
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïèñûâàåò âñå ðåãóëÿðíûå êðóãîâûå òêàíè. Îíî èññëå-

äîâàëîñü â [5], íî åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äî ñèõ ïîð íå âûÿñíåí, õîòÿ âñå

ðåãóëÿðíûå êðóãîâûå òêàíè îïèñàíû! Ïîýòîìó âîçíèêàåò

Çàäà÷à 2. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ (34), â ÷àñòíîñòè, ïðè

óñëîâèÿõ µij = 0.

Ê ðàâåíñòâàì (31) è (34) ñëåäóåò äîáàâèòü èõ äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåä-

ñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå (31) íå äàñò íîâûõ óñëîâèé íà

âåëè÷èíû λi è gαβ . Ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç ëåãêî äîêàçûâàåìîãî

Ïðåäëîæåíèÿ 6. Ñèñòåìà (10) ïðàâèëüíî ïðîäîëæàåìà.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ðåãóëÿðíûå òêàíè â ñëó÷àå (7) (êðèâûå `i ïðèíàäëåæàò

îäíîé êóáè÷åñêîé íîðìêðèâîé).

Çàäà÷à 4. Íàéòè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè

êðèâûõ `i îäíîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è îïèñàòü ðåãóëÿðíûå òêàíè òàêîãî

òèïà.

Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì îáçîð [9], ïîñâÿùåííûé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-

ìåòðèè îêðóæíîñòåé è ñôåð, ñì. òàêæå �6 â [10].
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Three-webs formed by families of circles.

The structure equations and the curvature of the 3-web formed by 3 families of

circles are found. Some problems arising under the classi�cation of regular webs

of this type are formulated.


