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Ñâÿçíîñòè Áåðâàëüäà è Êàðòàíà â îáîáùåííîì
ëàãðàíæåâîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñïåöèàëüíîé ìåò-
ðèêîé

Îëüãà Ïåòðîâíà Ñóðèíà

Àííîòàöèÿ Íàéäåíû êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëåé, êîýôôèöè-

åíòû ñâÿçíîñòè Áåðâàëüäà è ñâÿçíîñòè Êàðòàíà îáîáùåííîãî ëàãðàíæåâà

ïðîñòðàíñòâà ñî ñïåöèàëüíîé ìåòðèêîé. Åñëè ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ îäíî-

ðîäíûì, òî ñâÿçíîñòè Áåðâàëüäà è Êàðòàíà ñîâïàäàþò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Îáîáùåííîå ëàãðàíæåâî ïðîñòðàíñòâî, câÿçíîñòü Áåð-

âàëüäà, câÿçíîñòü Êàðòàíà.

ÓÄÊ 514.76

Ââåäåíèå. Â 1983 ãîäó â ðàáîòå [1] Watanabe S., Ikeda S., Ikeda F. âû-

äåëèëè êëàññ îáîáùåííûõ ôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ìåòðèêà â êîòîðûõ

îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî ïîëÿ ôèíñëåðîâà òèïà

gij(x, y) = e2σ(x,y)γij(x), (∗)

ãäå γij(x) - ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, à σ(x, y) - ñêà-

ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà åãî êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, îäíîðîäíàÿ íóëåâîé ñòå-

ïåíè ïî êîîðäèíàòàì êàñàòåëüíîãî âåêòîðà y. Â 1984 ãîäó Ikeda S. â çà-

ìåòêå [2] "Î ôèíñëåðîâûõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ãðàâèòàöèîííîãî ïî-

ëÿ à çàòåì è â ðàáîòå [3] 1988 ãîäà "Òåîðèÿ ïîëÿ â ôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ"ïðåäëîæèë ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ïîëÿ â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé (*), ïðè ýòîì ôóíêöèÿ σ(x, y) íå îáÿ-

çàòåëüíî äîëæíà èìåòü êàêóþ ëèáî îäíîðîäíîñòü ïî y. Òàê â ðàáîòå [4]

"Îáîáùåííàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå
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ñ ìåòðèêîé e2σ(x,y)γij(x)"1992 ãîäà Miron R., Watanabe S., ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àé σ =
√
γpsypys.

Â ñîâìåñòíîé ñ Â.È. Ïàíüæåíñêèì ñòàòüå àâòîðà [5] èññëåäîâàëèñü ïðî-

ñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé (*), ñ÷èòàÿ, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé

àðãóìåíòà γpsy
pys. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óñå÷åííàÿ

ñâÿçíîñòü Êàðòàíà ñîâïàäàåò ñî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà ðèìàíîâîé ìåò-

ðèêè γij(x).

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì áîëåå øèðîêèé êëàññ ïðîñòðàíñòâ ÷åì

â ðàáîòå [5], óìíîæàÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ϕ =

ϕ(x) áàçèñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

1. ÏóñòüM - ãëàäêîå n - ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, TM - êàñàòåëüíîå ðàññëî-

åíèå íàä M , π : TM → M - êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, x → (xi) - ëîêàëüíûå

êîîðäèíàòû íà M , z = (x, y)→ (xi, yi) - åñòåñòâåííûå ëîêàëüíûå êîîðäèíà-

òû íà TM (i, j, ... = 1, n).

Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàþò îáîáùåííûì ëàãðàíæåâûì ïðîñòðàíñòâîì

Ln, åñëè íà M çàäàíî ñèììåòðè÷åñêîå íåâûðîæäåííîå òåíçîðíîå ïîëå g

ôèíñëåðîâà òèïà - ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà. Êîìïîíåíòû gij(x, y)

ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò êàñàòåëü-

íîãî ðàññëîåíèÿ TM . Åñëè ôóíêöèè gij(x, y) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè íóëå-

âîé ñòåïåíè ïî êîîðäèíàòàì êàñàòåëüíîãî âåêòîðà y, òî èìååì îáîáùåííîå

ôèíñëåðîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëè íà TM ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ïîðîæäàþ-

ùàÿ g : gij = ∂̇2ijF, ∂̇iF = ∂F
∂yi , òî L

n ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì ïðîñòðàíñòâîì,

à åñëè ýòà ôóíêöèÿ îäíîðîäíà âòîðîé ñòåïåíè ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà y, òî

Ln åñòü ôèíñëåðîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííîå ëàãðàíæåâî ïðîñòðàíñòâî Ln = (M, g) ìåòðè÷å-

ñêèé òåíçîð êîòîðîãî èìååò âèä

gij = ϕe2σγij (1)

ãäå ϕ = ϕ(x) - ôóíêöèÿ íà M , σ = σ(u), u = 1
2γpsy

pys, γij = γij(x) - ìåò-

ðè÷åñêèé òåíçîð ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà V n = (M,γ). Ýêñòðåìàëÿìè ïðî-

ñòðàíñòâà Ln íàçîâåì ýêñòðåìàëè ëàãðàíæèàíà F = 1
2gijy

iyj . Äëÿ ìåòðèêè

(1) èìååì

F =
1

2
ϕe2σγpsy

pys (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L = 1
2e

2σγpsy
pys = e2σ(u) · u. Òîãäà F = ϕL. Óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
∂F

∂xi
− d

dt
(
∂F

∂ẋi
) = 0 (yi = ẋi) (3)
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â ðàçâåðíóòîì âèäå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂F

∂xi
− ∂2F

∂ẋi∂xj
ẋj − ∂2F

∂ẋi∂ẋj
ẍj = 0 (4)

Äëÿ ëàãðàíæèàíà ϕ(x)L(u) ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

∂iϕL+ ϕL′
1

2
∂iγ00 − [∂jϕL

′γ0i + ϕ(L′′
1

2
∂jγ00γ0i + L′∂jγ0i)]ẋ

j−

−ϕ(L′γij + L′′γ0iγ0j)ẍ
j = 0 (5)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ "0"îçíà÷àåò ñâåðòêó ñ ẋ, ò.å γ0i = γpiẋ
p, γ00 =

γpsẋ
pẋs.

×òîáû ïðèâåñòè ýòè óðàâíåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íàäî ÿâíî âûðà-

çèòü ẍj . Êîýôôèöèåíòû ïðè ẍj îáðàçóþò ìàòðèöó

fij = ϕ(L′γij + L′′γ0iγ0j) (6)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà (6) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé à îáðàòíàÿ ê íåé

èìååò âèä

f ik =
1

ϕL′
(γik − L′′

L′′γ00 + L′
ẋiẋk) (7)

Óìíîæàÿ (5) íà f ik è ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

1

ϕL′
(γik − L′′

L′′γ00 + L′
ẋiẋk)(∂iϕL− ∂jϕẋjL′γ0i)− (ẍk + Γ kij ẋ

iẋj) = 0 (8)

ãäå Γ kij - êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ðèìàíîâà ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà γij . Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëåé (8) ñîâïàäàþò ñ óðàâ-

íåíèÿìè ãåîäåçè÷åñêèõ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà V n = (M,γ) åñëè ∂iϕ = 0

ò.å. êîãäà gij = e2σγij , ÷òî è áûëî óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [6]. Óðàâíåíèÿ (8)

ýêñòðåìàëåé ïðîñòðàíñòâà Ln çàïèøåì â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

ẍk + Γ kij ẋ
iẋj +

1

ϕ
{ L′2 + LL′′

L′2 + L′L′′γ00
∂jϕẋ

j ẋk − γpk∂pϕ
L

L′
} (9)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëàãðàíæèàí F è, ñëåäîâàòåëüíî L ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíûì ñòåïåíè m îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò ẋi ñêîðîñòåé òî÷êè x. Â

ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ýéëåðà èìååì: ẋkL·k = mL èëè ẋkL′γok = mL,

îòêóäà

L

L′
=
γ00
m
,L′ =

mL

γ00
=

1
2mL

u
,L′′ =

1

2
m
L′u− L
u2

,
L′2 + LL′′

L′2 + L′L′′γ00
=

2

m
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (9), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëåé äëÿ îäíîðîäíûõ

ëàãðàíæèàíîâ

ẍk + Γ kij ẋ
iẋj +

1

ϕm
{2∂jϕẋj ẋk − γpk∂pϕγpsẋpẋs} = 0 (10)
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Óðàâíåíèÿ (9) (è ÷àñòíûé ñëó÷àé (10)) åñòü óðàâíåíèÿ âèäà

ẍk + 2Gk(x, ẋ) = 0 (11)

Êàê èçâåñòíî (ñì, íàïðèìåð [7]) âåëè÷èíû Gkij = ∂̇2ijG
k -ÿâëÿþòñÿ êî-

ýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè ôèíñëåðîâà òèïà. Â ñëó÷àå ôèíñëåðîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè Áåðâàëüäà.

Â íàøåì ñëó÷àå

Gk =
1

2
Γ kpsẋ

pẋs +
1

2ϕ
{ L′2 + LL′′

L′2 + L′L′′γ00
∂pϕẋ

pẋk − γpk∂pϕ
L

L′
} (12)

Äèôôåðåíöèðóÿ Gk äâàæäû ïî êîîðäèíàòàì ñêîðîñòè ïîëó÷èì êîýôôè-

öèåíòû ñâÿçíîñòè Áåðâàëüäà

Gkij = Γ kij + T kij (13)

ãäå T kij - òåíçîð äåôîðìàöèè ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà Γ kij .

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ÿâíîå âûðàæåíèå òåíçîðà T kij , à ðàññìîòðèì

áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ (10), èìååì

Gk =
1

2
Γ kpsẋ

pẋs +
1

2mϕ
(2∂pϕẋ

pẋk − γpk∂pϕγpsẋpẋs) (14)

Äèôôåðåíöèðóÿ Gk, áóäåì èìåòü

∂̇iG
k ≡ Gk·i = Γ kisẋ

s +
1

2mϕ
(2∂iϕẋ

k + 2∂pẋ
pδki − γpk∂pϕ2γisẋs) (15)

è

Gkij = Γ kij +
1

mϕ
(∂iϕδ

k
j + ∂jϕδ

k
i − γpk∂pϕγij) (16)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îäíîðîäíîñòè ëàãðàíæèàíà êîýôôèöèåíòû

ñâÿçíîñòè íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò âåêòîðà ñêîðîñòè (ñâÿçíîñòü Áåðâàëü-

äà [7]).

2. Äàëåå, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñâÿçíîñòè Êàðòà-

íà äëÿ ìåòðèêè (1). Êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ π : TM → M èíäóöèðóåò

íàä TM âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π∗(TM) =
⋃

z∈TM
Tπ(z)M , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

ôèíñëåðîâûì ðàññëîåíèåì. Ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ñå÷åíèé èç TM â π∗(TM)

îáîçíà÷èì ÷åðåç Secπ∗(TM). Êàæäîå òàêîå ñå÷åíèå X : TM → π∗(TM)

åñòü ôèíñëåðîâî âåêòîðíîå ïîëå. Ëîêàëüíûé áàçèñ ∂i =
∂
∂xi âåêòîðíûõ ïî-

ëåé íà M . ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì áàçèñîì è ôèíñëåðîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé:
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X = ξi(x, y)∂i. Ôèíñëåðîâî âåêòîðíîå ïîëå y : z = (x, y)→ (z, y) íàçûâàåòñÿ

ôóíäàìåíòàëüíûì: y = yi∂i.

Ñâÿçíîñòü ôèíñëåðîâà òèïà íà M îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì

∇ : SecT (TM)× Secπ∗(TM)→ Secπ∗(TM),

êîòîðîå êàæäîìó âåêòîðíîìó ïîëþ X íà TM è ôèíñëåðîâó âåêòîðíîìó

ïîëþ Y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôèíñëåðîâî âåêòîðíîå ïîëå Z = ∇XY (êî-

âàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Y âäîëü X). Òðåáóåòñÿ ÷òîáû îòîáðàæåíèå ∇
îáëàäàëî èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïî Êî-

øóëþ.

Ïóñòü íà TM çàäàíà èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ñâÿçíîñòü, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå

H : z → Hz ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîùàäîê è δi = ∂i − Hk
i ∂̇k - ëîêàëüíûé áà-

çèñ âåêòîðíûõ ïîëåé ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè (F kij , C
k
ij) - êîýôôèöèåíòû

ñâÿçíîñòè ∇, îïðåäåëÿåìûå ðàçëîæåíèÿìè

∇i ≡ ∇δi∂j = F kij∂k, ∇̇i ≡ ∇∂̇i∂j = Ckij∂k,

òî ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû F kij = F kji, C
k
ij = Ckji è ∇Xg = 0, äëÿ âñåõ X ∈

SecT (TM), ïîëó÷èì

F kij =
1

2
gsk(δigsj + δjgis − δsgij) (18)

Ckij =
1

2
gsk(∂̇igsj + ∂̇jgis − ∂̇sgij) (19)

Âåêòîðíîå ïîëåX íà TM íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì, åñëè∇Xy = 0, ãäå

y = yi∂i - ôóíäàìåíòàëüíîå ôèíñëåðîâî âåêòîðíîå ïîëå. Åñëè îòîáðàæåíèå

ñòàâÿùåå êàæäîé òî÷êå z ∈ TM ìíîæåñòâî âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ â

ýòîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ, òî ñâÿçíîñòü ∇ íàçû-

âàåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Ðåãóëÿðíàÿ ñâÿçíîñòü ïîðîæäàåò èíôèíèòåçèìàëüíóþ

ñâÿçíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè F ki0 = F kipy
p. Åñëè èñõîäíàÿ èíôèíèòåçèìàëü-

íàÿ ñâÿçíîñòü ñîâïàäàåò ñ èíôèíèòåçèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ, ïîðîæäåííîé

ðåãóëÿðíîé ôèíñëåðîâîé ñâÿçíîñòüþ, òî òàêàÿ ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ ñâÿç-

íîñòüþ Êàðòàíà. Ñâÿçíîñòü Êàðòàíà áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∇∗, à åå

êîýôôèöèåíòû - Γ ∗kij . Â ýòîì ñëó÷àå δi = ∂i−Γ ∗ki0 ∂̇k è çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè Êàðòàíà ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé (18). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (18) èìåëà åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà

Hkm
li = δki δ

m
l +

1

2
gkp∂̇lgspy

sδmi +
1

2
gkp∂̇lgipy

m − 1

2
gkm∂̇lgsiy

s (20)
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áûëà íåâûðîæäåííîé [6]. Äëÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè

Êàðòàíà íåîáõîäèìî èìåòü ìàòðèöó îáðàòíóþ ê Hkm
li , ÷òî ñóùåñòâåííûì

îáðàçîì çàòðóäíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Äëÿ ìåòðèêè (1) òåíçîðíàÿ ÷àñòü ñâÿçíîñòè ∇∗, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîð-

ìóëîé (19), ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

Ckij = σ′ · (δkj γpiyp + δki γpjy
p − ykγij) (21)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Γ ∗kij ñâÿçíîñòè Êàðòàíà

∇∗ èññëåäóåì óñëîâèå êîâàðèàíòíîãî ïîñòîÿíñòâà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â

ñâÿçíîñòè ∇∗. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü ãîðè-

çîíòàëüíîé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èìååò âèä

∇∗kgij ≡ ∂kgij − Γ
∗p
k0 ∂̇pgij − Γ

∗p
ki gpj − Γ

∗p
kj gip = 0 (22)

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇∗ ïðåäñòàâèì â âèäå

Γ ∗kij = Γ kij + T kij , (23)

ãäå Γ kij - êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ðèìàíîâîé ìåòðèêè γij(x), à

T kij = T kij(x, y) - íåêîòîðûé òåíçîð ôèíñëåðîâà òèïà. Äëÿ ìåòðèêè (1) èìååì

∂kgij = ∂kϕ · e2σγij + ϕe2σσ′∂kγ00 · γij + ϕe2σ∂kγij (24)

∂̇pgij = ϕe2σ · 2σ′γp0 · γij (25)

Ïîäñòàâëÿÿ (23),(24),(25) â (22), ïîëó÷èì

∂kϕ · e2σγij + ϕe2σσ′∂kγ00 · γij + ϕe2σ∂kγij − (Γ pk0 + T pk0)ϕe
2σ · 2σ′γp0 · γij−

−(Γ pki + T pki)ϕe
2σγpj − (Γ pkj + T pkj)ϕe

2σγip = 0

èëè

∂kϕγij − T pk0ϕ2σ
′γp0 · γij − T pkiϕγpj − T

p
kjϕγip+

+ϕ{(∂kγij − Γ pkiγpj − Γ
p
kjγip) + σ′γij(∂kγ00 − 2Γ pk0γp0)} = 0 (26)

Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ, òàê êàê êîâàðèàíòíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ îò ðèìàíîâà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó èìååì

σ′T pk0γp0 · γij +
1

2
(T pkiγpj + T pkjγip) =

∂kϕ

2ϕ
γij (27)

Ðàâåíñòâî (27) óìíîæèì íà yiyj . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

σ′γ00T
p
k0γp0 +

1

2
(T pk0γp0 + T pk0γp0) =

∂kϕ

2ϕ
γ00, (28)
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îòêóäà

T pk0γp0 =
∂kϕγ00

2ϕ(1 + σ′γ00)
(29)

Òåïåðü (29) ïîäñòàâèì â (27):

γijσ
′ ∂kϕγ00
2ϕ(1 + σ′γ00)

+
1

2
(T pkiγpj + T pkjγip) =

∂kϕ

2ϕ
γij

èëè
1

2
(T pkiγpj + T pkjγip) =

∂kϕγij
2ϕ(1 + σ′γ00)

(30)

Öèêëèðóÿ (30) ïî i, j, k, ïîëó÷èì åùå äâà ðàâåíñòâà

1

2
(T pijγpk + T pikγjp) =

∂iϕγjk
2ϕ(1 + σ′γ00)

(31)

1

2
(T pjkγpi + T pjiγkp) =

∂jϕγki
2ϕ(1 + σ′γ00)

(32)

Ñêëàäûâàÿ (30) è (31) è âû÷èòàÿ (32), ïîëó÷èì

T pkiγpj =
1

2ϕ(1 + σ′γ00)
{∂kϕγij + ∂iϕγki − ∂jϕγki}, (33)

îòêóäà

T lki =
γjl

2ϕ(1 + σ′γ00)
{∂kϕγij + ∂iϕγki − ∂jϕγki} (34)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò

Γ ∗kij = Γ kij +
γpk

2ϕ(1 + σ′γ00)
{∂iϕγpj + ∂jϕγip − ∂pϕγij} (35)

Çàìå÷àíèå. Åñòåñòâåííî ìû äîëæíû íàëîæèòü óñëîâèå: 1 + σ′γ00 6= 0 èëè

1 + 2uσ′ 6= 0, îòêóäà σ 6= − 1
2 lnu + c. Åñëè σ = − 1

2 lnu + c, òî gij =
2ϕe2cγij
γpsypys

è ëàãðàíæèàí F = 1
2gijy

iyj = ϕe2c àññîöèèðîâàííîãî ëàãðàíæåâà ïðîñòðàí-

ñòâà âûðîæäàåòñÿ: ∂̇2ijF = 0.

Ïóñòü òåïåðü ëàãðàíæèàí L ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñòåïåíè m ïî ẋ. Âû-

÷èñëèì âûðàæåíèå 1 + σ′γ00 ñòîÿùåå â çíàìåíàòåëå òåíçîðà äåôîðìàöèè

óñå÷åííîé ñâÿçíîñòè Êàðòàíà. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ýéëåðà ê ëàãðàíæèàíó

L = e2σ(u)u, áóäåì èìåòü:

ẋk(e2σu)·k = me2σu, ẋke2σ2σ′γ0ku+ ẋke2σγ0k = me2σu,

4σ′u2 + 2u = mu, σ′ =
m− 2

4u
, 1 + σ′γ00 = 1 +

m− 2

4u
2u = 1 +

m− 2

2
=
m

2
è, ñëåäîâàòåëüíî,

Γ ∗kij = Γ kij +
γpk

mϕ
{∂iϕγpj + ∂jϕγip − γpk∂pϕγij)} (36)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ëàãðàíæèàí L ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, òî óñå÷åííàÿ

ñâÿçíîñòü Êàðòàíà ñîâïàäàåò ñî ñâÿçíîñòüþ Áåðâàëüäà.
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Berwald and Cartan coherences in the generic Lagrangian space

with the special metrics

There have been revealed accepted equations of extremals, Berwald coherence

parameters and Cartan coherence parameters of the generic Lagrangian space

with the special metrics.

If the Lagrangian is homogeneous, Berwald and Cartan coherences coincide.


